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El0oszo

Ez a jegyzet az ELTE kémia alapszak fizikai kémia cimii tantargyanak eléadasaihoz késziilt.
Tartalmazza mindazt a tananyagot, amelyet a fizikai kémia alapjainak megértése ¢és késobbi alkal-
mazasa megkivan. A vizsgara felkésziiléshez egy-két kisebb kivétellel minden megtalalhato benne.
Nem tartalmaz feladatokat, és kevés konkrét példa szerepel benne, mivel ezekkel a hallgatd az
eléadashoz kapcsoldodo szemindriumon taldlkozik. A termodinamikanak nem klasszikus — a kisérleti
tapasztalatok elemzésén alapulo — felépitését koveti, ehelyett azt axidmakra alapozva vezeti be.

A 20. szazad kozepére a termodinamika — ezen beliil a kémiai termodinamika is — elérte azt az
elméletileg letisztult formajat, ami egyrészt szigori matematikai alapokat, masrészt olyan felépitést
jelent, amelyben Iényegében minden alkalmazas konnyen visszavezethetd egyszerii alaptételekre.
Ez a jegyzet azt igéri olvasoinak, hogy kevés, konnyen atlathatd alaposszefiiggés ismeretében az
Osszes kémiai termodinamikai probléma viszonylag egyszerien megoldhato, kovetkezésképpen
megérthetd. A témakor ilyetén felépitésének oOtlete tobbek kozt Beke Gyula eldéadasai és néhany
jegyzete alapjan keletkezett, a konnyti attekinthetdség, az egyszeri alapokra visszavezethetOség
igényét szem elOtt tartva.

A termodinamika — mint minden axiomatikus tudomany — matematikai alapokon nyugszik, és
jobbara matematikai szigorasaggal felépithetd. Ilyen tudomany természetesen a matematika tobb
aga, de a klasszikus mechanika, a kvantummechanika vagy az elektrodinamika is. Kémiat tanul6
hallgatok legtobbjének nem jut elég ideje arra, hogy matematikai diszciplindkat alaposan, kelld
részletességgel megtanuljanak. A termodinamika az a tudomanyag, amely nélkiil nehéz lenne
kémidhoz értd szakembernek lenni, emellett minden sziikséges alapismeret a kémiat tanulok
rendelkezésére all annak alapos megértéséhez. A termodinamika igazi megértésének élményét
emiatt nem szabad elvenni a kémikustol vagy a biokémikustol, ezért minden egyetemi kémiaoktatas
komoly feleldssége, hogy tényleg megtanitsa hallgatoit a kémiai termodinamika alapjaira, és azok
alapjan az alkalmazasok megértésére.

Az anyagtudomany 21. szazadi jelentdsége, annak technikai alkalmazasai fizikushallgatok
képzése soran is felvetik a kémiai termodinamika értd ismeretét a hagyomanyos ,,fizikus
termodinamika” mellett. A jegyzet figyelembe veszi az ¢ sziikségleteiket is, és meg kivanja konnyi-
teni szamukra a gyakorlatban leggyakrabban eldforduld, sok kémiai komponenst tartalmazé

rendszerek termodinamikajanak mélyebb megismerését.

Budapest, 2007. februar Keszei Ernd
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1. Bevezetés

1. Bevezetés

A fizikai kémia az anyagoknak azon tulajdonséagaival foglalkozik elsésorban, amelyek kémiai
sokféleségiik ellenére kozdsek, altalanosak benniik. Ezek kozott a tulajdonsagok kozott kitiintetett
jelent6sége van azoknak, amelyek a ,.tartadlyban tarolt” anyagokra jellemzok, azaz makroszkopikus
idobeli  valtozas nélkiil, ,nyugalmi dallapotukban” jellemzik azokat. Az ilyen anyagokat
»egyensulyi” allapotinak mondjuk, és ezek tulajdonsagaival foglalkozik a termodinamika. Ezek az
egyensulyi allapotok a koriilményektdl fliggden sokfélék lehetnek, igy a termodinamika egyik
legfontosabb célja éppen az, hogy mennyiségileg tudja jellemezni, miben kiilonboznek ezek
egymastol, és pontosan milyen valtozasok kisérik a koriilmények megvaltozasa soran az uj
egyensulyi allapot kialakulasat. A termodinamika kifejezés eredete torténeti; a 19. szézad elején
megprobaltak értelmezni az akkor mar miikodé gézgépek hatékonysagat. Az eredeti probléma a hd
mechanikai mozgatderdvé alakitdsdnak vizsgalata volt. Ezért kapta nevét a gordg Oepun
[therme] = hOség, meleg, valamint az ugyancsak gordg dvvauig [diinamisz] = cselekvOképesség,
erd, hatalom szavak Osszetételébdl. (A mechanikanak mozgéstannal foglalkozo aga, a dinamika
ugyancsak a ovvourg gordg szobol szarmazik. Az elnevezés eredetét nem ismerd szerzok ezért
szokték kritizalni a termodinamika nevet, €s helyette a termosztatika kifejezést javasolni, mivel —
mint mar emlitettiik — egyensulyi rendszerek leirasaval foglalkozik. (A sztatika név a oraocic
[sztaszisz], azaz allapot gorog szobol ered.) A kritikdnak sok alapja nincsen, hiszen a tudomanyagak
elnevezése altaldban elég esetleges, és mindig torténeti okokra vezethetd vissza.) Az elnevezés
azdta is megmaradt, bar a termodinamika ennél 1ényegesen tobb jelenség magyarazatat is adja.

A fizika mas agai is foglalkoznak egyensulyok leirdsaval, pl. a mechanika mechanikai
kolcsonhatasok, az elektromossagtan elektromos kolcsonhatasok, a magnességtan pedig magneses
kolesonhatasok jellemzésével, azok energidinak szédmitdsdval. A termodinamika kiilonlegessége
ezekhez képest az, hogy az anyagoknak ¢és azok energidjanak azzal a vonatkozéséval is foglalkozik,
amely attol fiigg, hogy mennyire meleg (vagy hideg) az adott anyag. Amint azt a molekularis
(statisztikus) termodinamikaval foglalkozo6 rész alapjan is megtudhatjuk, a hoémérséklettdl is fliggd
energia a molekuldk makroszkopikusan rejtett mozgasforméiban okoz valtozdsokat. Ezeket a
mozgasformakat természetesen a makroszkopikus tulajdonsagok nyomonkovetésével nem lathatjuk,

de azok kovetkezményei tapasztalataink és a mérések szamara is hozzaférhetok. A termodinamika



1. Bevezetés

alapvetéen ennek az un. termikus energianak, valamint egyéb termikus tulajdonsagoknak a
figyelembevételével kiilonbozik a fizika tobbi tudomanyagatol.

A kémiai termodinamika — azon tdlmenden, amit pl. a fizikusok, mérnokdk is tanulnak
termodinamikaként — kiilondsen olyan anyagokkal és tulajdonsagokkal foglalkozik, amelyekben
fontos a kémiai Osszetétel, illetve annak megvaltozdsa. Mivel az erre vonatkozé mennyiségi
Osszefiiggések nem egyszeriiek, ezért a kémiai termodinamikdban is nagy szerepe van a
hagyomanyoknak ¢és a tudomanytorténet soran kialakult megallapodasoknak (latin eredetli szoval
konvencioknak). Ebben a tankdnyvben ezért az altalanos termodinamikai bevezetd utan — amelyet
igyekszlink roviden leirni — kiemelt hangsuly jut a kémiai Osszetételtdl fliggd termodinamikai
leirasnak, €s az ahhoz kapcsoldodd konvenciok részletes értelmezésének. A termodinamika altalanos
megalapozdsa azonban elengedhetetlen feltétele annak, hogy azt a kémiailag érdekes esetekre
alkalmazhassuk. A tankonyv elsd része ezért a termodinamikai alapok leirasaval foglalkozik.

Amint emlittettiik, a termodinamika tudomanya a gézgépek — vagy tagabb értelemben, €s a
késobbi fejlemények alapjan a hderdgépek — miikodésének értelmezése soran fejlodott ki.
Hagyoményos targyaldsi modja ezért a hderdgépek mitkddésébdl levonhatd kovetkeztetéseken
alapszik. Ez a targyaldsmod meglehetdsen bonyolult, és nem igazan szolgalja a kémiai
termodinamika megértéséhez vezetd utat sem. Amint az sok tudomanyagban — pl. geometriaban,
szamelméletben, valdszinliségszamitasban, vagy fizikai tudomdnyagak kozott mechanikéban,
elektrodinamikaban, kvantummechanikdban — szokésos, a termodinamika is megalapozhato kevés
szamu axioma megfogalmazdsaval, aminek alapjan aztdn az Osszes tétel vagy torvényszeriiség
bizonyithatd, illetve azokbol szdrmaztathat6. A termodinamikanak ez az axiomatikus felépitése a
20. szazad kdzepén alakult ki, nagymértékben Tisza Laszl6 amerikai magyar fizikus tevékenysége
nyoman. Ebben a tankonyvben a termodinamikai alapok tekintetében az axiomatikus
termodinamika legismertebb ¢és legelterjedtebb alapmiivére, Herbert B. Callen 1960-ban megjelent
,»Thermodynamics” cimli konyvére, illetve annak 1985-6s 2. kiadasira tamaszkodunk. Ezen
tulmenden — féleg a statisztikus termodinamika és a kémiai termodinamikai alkalmazasok teriiletén
— szamos mas tankonyv anyagabdl is meritiink, amelyeknek listdjat a ,,felhasznalt irodalom” cimi

jegyzékben, a konyv végén ismertetjiik.
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2. A termodinamika axidomai

A termodinamika rendkiviil atfogd tudomdny; minden olyan anyag tulajdonsagaival
foglalkozik, amelyben a mikroszkopikus részecskék (pl. molekuldk, atomok, ionok) sokasagéanak
viselkedése meghatarozza az anyagok tulajdonsagait. Szokas azt is mondani, hogy a tudomanyag az
anyagokat felépito elképesztden nagyszami molekula belsé szerkezetében és mozgasaban rejldé un.
termikus energia, vagy régebbi magyar kifejezéssel hdenergia és mas energiafajtdk egymasba
alakuldséaval foglalkozik alapvetden. Mivel azonban az anyag molekuldris felépitésének, illetve a
molekulak egylittes mozgasanak és kolcsonhatasaiknak nemcsak az energiara nézve vannak
meghataroz6 kovetkezményei, ezért a termodinamika ennél altalanosabban alkalmazhaté az
anyagok viselkedésének leirasaban.

A részecskék szama makroszkopikus mennyiségii anyagban az Avogadro-allando (6,022 x 10%
db/mol) nagysagrendjébe esik, ezért szoba sem johet ennyi részecske egyedi leirdsa, kénytelenek
vagyunk beérni azok tomeges viselkedésébdl eredd kovetkezmények, azaz a sokasag atlagos
tulajdonsagainak leirasaval. Mai ismereteink alapjan ebbdl rogton adddna, hogy a részecskék
sokasagat a valdsziniliségszamitas felkinalta lehetdségek alapjan statisztikai modszerekkel irjuk le.
A val6szinliségszamitasbol ismert Osszefliggések eredményeit a gyakorlattal 0Osszevetve
meghatdrozhatok azok az atlagos tulajdonsagok — azaz varhato értékek — amelyek a
makroszkopikus tulajdonsdgokban is megjelennek. Ilyen tulajdonsdg meglepden kevés van, ezért a
részecskesokasagnak ez a leirdsa mar hasznalhat6 eredményekhez vezet. A termodinamikanak ez a
valoszinliségszamitasra alapozott felépitése a statisztikus termodinamika, vagy tdgabb értelemben
statisztikus fizika.

Amint a bevezetésben emlitettiik, a fliggelékbdl pedig részletesebben is kideriil, a tudomanyag
a hének munkéva alakitasa koriili gyakorlati problémak megoldasanak elméleti megkdzelitése soran
alakult ki még a 19. szdzad kozepén. Abban az iddben az ,,atomelmélet” jelentdsége a természet-
tudomanyokban meglehetdsen kicsi volt, igy annak mell6zésével, csak a makroszkopikus
jelenségek, 0sszefliggések vizsgalataval, rendszerezésével jott 1étre a termodinamika tudomanya. A
gorog eredetl latin phaenomenon (jelenség) sz6 alapjan ezért a nem molekularis targyaldsmod neve
fenomenologikus termodinamika. A héerdgépekkel kapcsolatos kifejezések hasznalataval felépitett
klasszikus termodinamika un. fotételek kimondasa utan, azokbol fejtette ki a problémamegoldasok

soran hasznéalhatd Gsszefliggéseket. Tobb mint fél évszazad multan ebbdl alakult ki az axiomatikus
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termodinamika, amely az alapelveket mar nem a héerdgépek vonatkozasaban mondja ki, hanem a
legaltalanosabban hasznalhat6 0Osszefliggések formdjaban. Ebben a fejezetben ezeknek az
axiomdknak, vagy mas szoval posztulatumoknak megfogalmazasaval foglalkozunk. A f6tételeken
alapulo targyalasmod ismerete is fontos, részben azért, hogy megérthessiik azokat, akik ennek
alapjan tanultak termodinamikat, részben pedig a kordbbi tudomanyos kozlemények ¢s
termodinamikai tablazatok megértése miatt. Ezért a fiiggelékben megtaldlhaté a hagyomanyos

fotételek részletes targyalésa is.

2.1. Termodinamikai rendszerek, az 1. axioma

A termodinamika vizsgalati targyait termodinamikai rendszereknek szokés nevezni. Ezek nem
egyszerlien ,,a vilag minket érdekld részét” jelentik, amit tanulmdnyozni szeretnénk, hanem meg-
hatarozott tulajdonsagu, Un. egyensulyban lévi anyagi testeket. Az egyensuly meghatarozasa nem
konnyti feladat. A kdornyezetiinkben 1évé anyagok esetén ez azt jelenti, hogy valamilyen
Htartdlyban” elhelyezve azokat, el6bb-utobb nyugalmi helyzetbe jutnak, ezt kovetden tulajdonsagaik
nem fiiggenek sem az id6tdl, sem a helytél. Konnyen belathato, hogy az ilyen anyagok pl. akar
aramolhatnak is, amikre pedig a termodinamika nem lenne teljes mértékben hasznalhatd. Azt is
mondhatnank, hogy a tartaly belsejébe kényszeritésen tilmenden mas kényszer nem érvényesiilhet
termodinamikai rendszerekben, de ez sem igazan jol alkalmazhato feltétel. Az egyensuly feltétele
ugy is megfogalmazhatd, hogy a nyugvo, helytdl és id6tdl fliggetlen anyagi testekre akkor érvényes
a termodinamika, ha azok tulajdonsagait a termodinamikai dsszefliggésekkel megadva a valosagnak
(azaz a kisérleti eredményeknek) megfeleld jellemzésiikhdz jutunk. Miiszéval azt mondhatjuk, hogy
a termodinamikai leirhatdsag érvényessége a posteriori, azaz utdlag deriil ki. Ez sokszor eléfordul a
természettudomanyok teriiletén. Szokas pl. azt mondani, hogy egy adott probléma megoldasara
vagy jelenség leirdsara érvényes (vagy nem ¢érvényes) a klasszikus mechanika. Amint a
kés6bbiekben latni fogjuk, a termodinamika a jelenségek és anyagok rendkiviil széles korét tekintve
kinal érvényes leirast.

A fentiek tiikrében érthetd, hogy a termodinamika elsé axioméja éppen az egyensulyi allapot
létezését, annak fontos tulajdonsdgait mondja ki. Miel6tt ezt megfogalmaznank, sziikitsiik le a
targyalt anyagi test tulajdonsagait. Egyszerli rendszernek nevezziik a tovabbiakban azokat az
anyagi testeket, amelyek makroszkopikusan homogének, izotropok, elektromosan tdltetlenek,
kémiailag inertek, térfogatukhoz (kiterjedésiikhoz) képest kicsi a feliiletiik, tovabba rajuk
elektromos, magneses vagy gravitacios tér nem hat. A késobbiekbdl kideriil majd, hogy ezeket a
szukitéseket feloldva bonyolultabb anyagi testek is leirhatok a termodinamika segitségével, de ez a
kezdeti egyszerlsités az axiomak megfogalmazasat Iényegesen megkonnyiti anélkiil, hogy

altalanositasuk elé akadalyokat gorditene. Osszefoglalva a sziikitd feltételeket azt mondhatjuk, hogy
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az axiomakat olyan anyagi testekre mondjuk ki, amelyek homogének és izotropok, valamint
kornyezetiikkel kizardlag (térfogatvaltozassal jard) mechanikai, termikus, ¢és kémiai kdlcson-
hatasokban vehetnek részt. (Fontos itt megjegyezni, hogy a kizart kémiai reakciok ellenére lehetnek
kémiai kolcsonhatasok, hiszen anyagfajtdknak a kornyezetbe ki, vagy onnan bejutasat is kémiai
kolcsonhatasként értelmezziik.) Mindezek eldrebocsatdsa utdn mar megfogalmazhatjuk a
termodinamika els6é axiomajat a kovetkezoképpen:

Léteznek olyan allapotok, amelyeket egyensulyi allapotnak neveziink, és amelyeket egyszerii
rendszerekben makroszkopikusan egyértelmiien meghatdaroz azok U belso energidja, V térfogata,
valamint a rendszert alkoto K anyagfajta ni, na,... ng anyagmennyisége.

Vizsgaljuk meg kozelebbrél, mit is jelent pontosan a fenti axioma. A legfontosabb
kovetkezménye az, hogy az egyenstlyi allapotot K kémiai komponenst tartalmazd egyszerii
rendszerekben egyértelmiien meghatarozhatjuk K+ 2 adat segitségével. Szokas ezt ugy is
fogalmazni, hogy egyszerii rendszereknek K + 2 szabadsagi foka van. Ez azt jelenti, hogy ha az
allapotot jellemz6 K anyagmennyiséget — az n = (ny, na,... ng) anyagmennyiség-vektort —, valamint
az U belsO energiat és a V térfogatot megadjuk, akkor (termodinamikai szempontbo6l) mindent
tudunk az adott allapotrol, az U, V, ny, na,... ng valtozok fiiggvényében egyértelmiien megadhatd
tovabbi mennyiségeket is. Ennek alapjan a belsé energiat, a térfogatot és az anyagmennyiségeket
adllapotvaltozoknak vagy allapotjelzoknek 1s szokéas nevezni. Azokat a fiiggvényeket pedig, amelyek
értékét ezek a valtozok egyértelmiien meghatarozzak, dllapotfiiggvényeknek nevezzik. A
késdbbiekben tobb ilyen fiiggvényt ismertetiink majd.

Az 1. axiomabol az is kovetkezik, hogy egy termodinamikai rendszer allapota nem fligghet
annak ,.el6életétdl”, azaz attol, hogy hogyan keriilt a rendszer az adott allapotba. Vannak olyan
anyagi testek (pl. livegek, acélok), amelyekre ez nem teljesiil teljes mértékben, mivel azok
nincsenek egyensulyban. Ezekre természetesen szigoruan véve nem alkalmazhatok a termo-
dinamika Osszefiiggései.

Erdemes megvizsgalni a termodinamikai egyenstlynak még egy érdekes vonatkozasat.
Mechanikai rendszerek egyensulyi tulajdonsagaibol tudjuk, hogy kiilonbozo feltételek mellett mas
¢s mas lehet az egyensulyi helyzet. A mechanikai egyenstly feltétele az energia minimuma. Ha egy
merev test egy asztalon 1év0 polcon nyugalomban van, akkor az mechanikai egyensulyt is jelent
egyben. Ha ugyanezt a testet lejjebb helyezziik az asztallapra, ezzel energiaja csokken, igy egy
,Stabilisabb” egyenstlyi helyzetbe kertil. Helyezhetjiik azonban az asztal ald a padlora vagy a foldre
is, ahol még stabilisabb helyzetbe kertil. Ezt addig folytathatnank, amilyen mélyre csak lejuthatunk
a fold ald. Ha a szilard test hosszukas, akkor mar az asztallapon is legalabb két egyensulyi helyzete
l1étezhet; az egyik az 4allo, a masik a fekvd helyzet. Nyilvanvald, hogy a fekvd helyzet kisebb

energiaju, ezért stabilisabb az all6 helyzetnél. Hasonloképpen azt mondhatjuk termodinamikai
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rendszerekrél, hogy azok is léteznek stabilisabb és kevésbé stabilis egyensulyi allapotban. Ha a
rendszert alkotd részecskék ,,bejarhatjak™ az Osszes lehetséges részecskeallapotot, akkor a lehetd
legstabilisabb rendszer johet létre. Ha a részecskék korldtozva vannak az Osszes lehetséges
allapotuk bejardsaban, akkor ,beszorulhat” a rendszer egy kevéssé stabilis allapotaba, amit
metastabil allapotnak neveziink. Ilyen allapot szilard testekben konnyebben eldfordul, mint
gazokban vagy folyadékokban, ahol a részecskék nem tudnak ,,befagyni” a szilard test szerkezetébe,
szabadabban mozoghatnak. A le nem jatszodo lehetséges kémiai reakcid (pl. a szobahdmérsékletii
H, és O, elegyében) azonban gazokban is és folyadékokban is konnyen metastabil allapothoz
vezethet. Ameddig a metastabil allapotot 1étrehozo feltételek érvényben maradnak, ezekre az
allapotokra is alkalmazhatdk a termodinamika Osszefiiggései, igy érvényes rajuk az 1. axidma is.
Erdemes megjegyezni, hogy a F6ldon sokkal gyakoribbak a metastabil egyensulyok, mint a tényleg
stabilisak. Gondoljuk meg, ha minden lehetséges rendszer egyenstlyba keriilne, akkor teljesen
megsziinnének a szelek, elallna a vizek hullamzéasa, minden nuklearis és kémiai reakcio lejatszodna,
¢s még sorolhatnank azokat a kovetkezményeket, amik meglehetdsen unalmas foldi
koriilményekhez vezetnének. A metastabilis egyenstlyok kialakuldsdban és fennmaraddsédban

fontos szereplik van a kényszerfeltételeknek, amikkel a kovetkezd alfejezet foglalkozik.

2.1.1. Kényszerfeltételek és az energia mérhetdsége mechanikai munka Gtjan

Amint kordbban mar emlitettiik, a termodinamikai testeket valamilyen ,tartdlyban” helyezziik
el. Ez a tartaly lehet a hétkoznapi életben megszokott eszkdz is. Bort példaul — ami egy kellemes
tulajdonsagokkal rendelkezd termodinamikai test — tarthatunk horddban, palackban, pohérban, vagy
egyéb edényzetben. Szilard testek esetén a ,.tartaly” gyakran virtualis, nem a hétkdznapi értelemben
vett zart edényzet. Az asztallapra helyezett szilard test ennek ellenére meghatarozott
»kényszerfeltételek” kozott talalhato, pl. allandd nyomason (ami az 6t koriilvevo levegd nyomasa),
vagy alland6 hdmérsékleten (ha az asztallap ¢és a kornyezd levegd homérséklete is allandd). Ha a
test térfogata sem valtozik ekdzben, akkor a kényszerfeltételek kozott szerepel az allando térfogat
is. Mindezek egyiittesen igy hatnak, mintha a test egy olyan tartalyban lenne, amelynek falai a
megfeleld tulajdonsagokkal rendelkeznek. A termodinamikéban 4ltaldban a 2.1. tablazatban
Osszefoglalt faltulajdonsdgokat szokas megkiilonboztetni, amikhez az adott tulajdonsagokkal

rendelkezd rendszer neve is kapcsolhato.
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2.1. tablazat. Tartalytipusok és a segitségiikkel megvalosithato termodinamikai rendszerek

tartaly fala a megfeleld rendszer neve
szigeteld elszigetelt (izolalt")
hévezet6 (diatermikus”) diabatikus®
hoészigeteld adiabatikus’
merev merev fali
flexibilis’ flexibilis falu
anyagateresztd nyitott
anyagot at nem eresztd zart
félig ateresztod félig zart (félig nyitott)

A tartdly tulajdonsidgainak megfeleld megvalasztasa egyes termodinamikai problémdk meg-
oldasaban sokat segithet. A rendszer U belsé energidjanak valtozasa pl. adiabatikus rendszerekben
konnyen meghatarozhatd. Tekintsiink egy U; belsé energidju, V; térfogati és m; 0Osszetételii
egyszerl rendszert, amely zart, flexibilis falu és adiabatikus tartdlyban van. (Ilyen rendszer pl. egy
hészigetelt dugattyus hengerbe zart gaz.) Az emlitett kényszerfeltételek minddssze
térfogatvaltozassal jaro kolcsonhatasra adnak lehetdséget a kdrnyezet és a rendszer kozott.

A rendszer térfogatvaltozasaval jar6 munkat egyszerlien kiszamithatjuk. A mechanikébol
ismert modon egyenesvonali mozgatasok soran végzett munka a kifejtett F’ erd és a megtett s Ut

alapjan
w=["Fds. 2.1

A térfogatvaltozds a haromdimenzios tér harom filiggetlen iranyaba végzett elmozdulasok
egylittes figyelembevételével leirhato Ggy, hogy a (2.1) egyenletben az egydimenzios erd helyébe a
haromdimenzios P nyomast irjuk, az egydimenzids elmozdulas helyébe pedig a haromdimenzids V'
térfogatot. Igy kapjuk az Gn, térfogati munkdt, amit a tovabbiakban mechanikai munka néven
emlitiink. (Mechanikai munka lehet még pl. egy tengely forgatdsaval, egy adott tomeg emelésével,
gazok gyors kidramlasanak toloerejével kapcsolatos munka is, de ezekkel a tovébbiakban nem

foglalkozunk.)

! A latin insula = sziget sz6 szarmazéka.

% A diabatiakus, adiabatikus és diatermikus szavak eredete gordg. A gordg diaffaoic [diabaszisz] atkelShelyet jelent (pl.
folyon), az ebbdl szarmazd diafarivog [diabatikosz] pedig atjarhatot. Utobbibol a tagadast kifejezé a- prefixummal
képzett adiafanixoc [adiabatikosz] azt jelenti, hogy nem atjarhato. A diabatikus tehat hd szamara atjarhato, az
adiabatikus pedig 4t nem jarhatd falt rendszert jelent. A diabatikushoz hasonlo jelentésti a Ggpun [therme] = hdség
szO6bol szarmazoé diatermikus, ami kozvetlenebbiil utal a hd ateresztésére. (Megjegyzendd, hogy a diabatikus és
adiabatikus szavak a kvantummechanikéban is hasznalatosak, de fontos kiilonbség, hogy ott nem a hdre, hanem egy
részecskére (pl. elektronra) vonatkoznak, ami egyik esetben atjarhat két potencialfeliilet kozott, a masik esetben pedig
nem.)

3 A latin flexibilis sz6 hajlékony, rugalmas jelentésii; a flecto = hajlit igéb6l szarmazik.
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A (2.1) egyenlet alapjan ez konnyen belathato, ha pl. a dugatty elmozdulésara gondolunk egy A4
keresztmetszetli hengerben: az elmozdulas ds, az er6 pedig PA. Az Ads szorzat éppen a dV

térfogatndvekményt adja, ami a nyomassal megszorozva a térfogati munkat eredményezi:
VZ
W=- , pPdv (2.2)

Az emlitett U; bels6 energiaji, V) térfogatu és n; Osszetételii egyszeri rendszert a dugattya
(A zartsag miatt az Osszetétel nem valtozhat, a térfogatvaltozassal jar6 munka viszont
megvaltoztatja a belsd energiat is.) Mivel a valtozas adiabatikus koriilmények kozott — azaz
hészigetelt rendszerben — zajlott le, ezért a belsd energia csak a végzett munka hatasara valtozhatott
meg. A (2.2) egyenletben azért szerepel a minusz eldjel, mert a nyomassal szemben végzett munka
(6sszenyomads) a rendszer energidjat ndveli, mig a nyomdssal megegyezd ,,irdnyban” végzett munka
azt csokkenti, mi pedig éppen a rendszer, és nem a kornyezet valtozasait akarjuk nyomonkdvetni.

A fentiek miatt zart, adiabatikus rendszerekben igaz az energiamegmaradast kifejez6 alabbi

Osszefliggés:

NU=W

adiabatikus

=—deV (2.3)

A A Ujeldlés a belsé energia megvéltozasat jelenti az 1-el jeldlt (indexelt) (Ui, Vi, ny)
allapotbol a 2-vel jeldlt (indexelt) (U, V2, ny) allapotba, ahol ebben a specialis esetben tudjuk,
hogy n| = n, . Alakitsuk 4t ugyanezt a rendszert Ggy, hogy az adiabatikus fal hovezetd (diatermikus)
legyen, igy a rendszer allapotanak megvaltozasa soran nemcsak munkavégzés, hanem hdcsere is
felléphet a rendszer és kornyezete kozott. (Ezt elérhetjiik pl. Gigy, hogy a hengerrdl levessziik a
hészigetelést.) Ha az igy megvaltozott feltételek mellett (zart, diatermikus és flexibilis fal) kozliink
energiat a rendszerrel ugy, hogy az az (U, , V1, n;) allapotb6l ismét az (U, V>, n,) allapotba keriil,
akkor a végzett munka a (2.2) egyenlet szerint ezttal is kiszamithato, a Q-val jel6lt hocsere pedig
az 1. axioma alapjan megadhato:

OQ=NU-W (2.4)

A fenti gondolatmenet alapjan megallapithatjuk, hogy termodinamikai rendszerek belsd
energidjanak megvaltozasa nemcsak egyértelmiien meghatarozott — amint azt az 1. axioma
kimondja — hanem egyuttal adiabatikus rendszerek segitségével meg is mérhetd. Az 1. axioma
alapjan altalanosan azt is elmondhatjuk, hogy (zart rendszerekben) a belsd energia megvaltozasa
megadhato gy is, mint a kdrnyezettel kicserélt ho és a rendszeren végzett munka dsszege:

AU =0+W (2.5)

Eszrevehetjiik a fentick alapjan, hogy az 1. axioma egyuttal az energia megmaradéasat is

kifejezi, beleértve ebbe annak hdatadas utjan torténd megvaltozasat is.
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2.2. A termodinamikai egyensuly feltétele, a 2., 3. €s 4. axioma

Az 1. axidma lehetdveé teszi, hogy egyértelmiien meghatarozzuk egy adott termodinamikai
rendszer egyensulyi allapotat, ha megadjuk az arra jellemz6 (U, V, n) éllapotvaltozdkat. Nagyon
hasznos lenne azt is tudni, hogy ha a rendszert jellemz6 koriilmények megvaltoznak, mi lesz az
ennek soran kialakult uj egyensulyban a rendszer allapota, azaz hogyan valtoznak meg az (U, V, n)
allapotvaltozok. Egy egyensulyi rendszer allapota gy véltozhat meg, ha az azt meghatarozo
kényszerfeltételek megvaltoznak. Tekintsiik ennek egy egyszerli esetét, két részrendszerbdl allo
egyesitett rendszert. Az egyesitett rendszer falan tilmenden ekkor a két részrendszer kozotti fal
tulajdonsagai hatarozzak meg, mil lesz a teljes rendszer egyensulyi allapota. Amint a késébbiekben
latni lehet, ez az elrendezés a termodinamikai egyensulyi feladatok alaptipusa; minden megvaltozas
hatdsara kialakulo 1) egyensuly allapotvaltozoinak kiszamitdsa visszavezetheté erre az
alapproblémara.

Miel6tt a probléma megoldasat bemutatnank, vizsgaljuk meg kozelebbrdl az (U, V, n)
allapotvaltozok egy érdekes tulajdonsagat. Ha egy két részrendszerbdl allo rendszert jellemzd
(U, V, n) adatokat akarunk kiszdmitani a két részrendszer allapotat egyenként meghatarozo
(U, V", n®) és (U, VP, n”) adatokbél, akkor természetesen ossze kell adni a térfogatukat, az
anyagmennyiségiiket, valamint az energiajukat is. Ezek az allapotjelz6k tehat 6sszeaddodnak az
alrendszerek felett, matematikai kifejezéssel additivek. A termodinamikdban az ilyen
mennyiségeket extenziv mennyiségeknek nevezzik. A probléma megoldasa soran tehat
felhasznalhatjuk, hogy a teljes rendszer U, V, ny, na,... ng valtozoi egyszerien megadhatok az a-val
¢s p-val jelolt részrendszerek megfeleld valtozoinak 0sszegeként.

Az 1j egyensuly kialakuldsanak problémajat egy konkrét rendszer példajan vizsgaljuk, amely
egy zart henger, a kozepén egy dugattyaval (Id. 2.1. abra). A dugattyu valasztja el egymastol a két
részrendszert. A teljes rendszer (a henger) legyen anyagot at nem ereszt6, merev fali és hészigetelt
(adiabatikus). Az a-val és p-val jelolt két ,térfél” kozotti dugattyt legyen kezdetben ugyancsak
anyagot 4t nem eresztd, merev (azaz a henger belsejében rogzitett helyzetii) és hdszigeteld. Jeldljiik
az igy kialakult egyensulyt egyértelmiien jellemz6 allapotvaltozokat rendre U*-val, V*-val és n”-val,
valamint U’-val, V¥-val és n’-val. Hogyan valtozhat meg ez az egyensuly a dugattyu képviselte
kényszerfeltételek megvaltozasaval? Megsziintetve a dugattyGl rogzitését (a merevséget
flexibilitdsra valtoztatva), az elmozdulhat valamelyik irdnyban. Ez persze térfogatvaltozassal jar,
ami az U és U belsé energia megvaltozasdt vonja maga utdn. Megsziintetve a dugatty
hészigetelését (az adiabatikus falat diatermikusra valtoztatva), azon at héaram indulhat az 1j
egyensuly bedlltaig, ami szintén megvaltoztatja a két részrendszer belsd energiajat. Ha lyukat
farunk a dugattyuba (a zartsagot nyitottsdgra valtoztatva), azon a kémiai komponensek mindegyike

szabadon ataramolhat. Ki lehet cserélni a dugattyu teljesen zart kozépsd részét félig ateresztd
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membranra is, amely egyes kémiai komponenseket atereszt, masokat nem. Ezek a valtozéasok is az
Ut és U megvaltozasaval jarnak. Mivel azonban a teljes rendszer (a henger) zart, merev falu és
hészigetelt, azaz a 2.1. tablazat szohasznalataval izolalt, ezért a teljes rendszer energiaja a felsorolt

valtozasok kozben nem valtozhat meg.

izolalt henger

rogzitett, anyagot at nem ereszto,
hészigeteld dugattyu

2.1. abra. Két részrendszerbdl allo termodinamikai rendszer leirasahoz hasznalt valtozok.

Amint ismeretes, a mechanikai egyensuly feltétele az energia minimuma. Ez a feltétel jol
alkalmazhaté egyensulyok szamitdsara elektromos vagy magneses kolcsOnhatdsok esetén is.
Gondoljuk meg azt is, hogy ha az energia helyett annak —1-szeresével fogalmaznank meg a feltételt,
akkor maximum jellemezné az egyensulyt. A termodinamikai egyensuly feltétele is meg-
fogalmazhat6 extrémum segitségével. Pontosan errdl szol a termodinamika masodik axiomaja:

Létezik az extenziv paramétereknek egy entropianak nevezett, S-sel jelolt fiiggvénye, amely
minden egyensulyi dllapotra értelmezheto. Egy izolalt Jsszetett rendszerben adott belsé
kényszerfeltétel hianyaban az extenziv vdltozok olyan egyensulyi értékeket vesznek fel, amelyek
maximalizaljak az entropiat az sszes lehetséges olyan egyensulyi rendszer felett, amelyben az adott

belso kényszerfeltétel fennall.

2.2.1. Az entropiafiiggvény tulajdonsagai

Tekintsiik at, mit jelent a 2. axidéma az entropiafiiggvény tulajdonsagaira nézve. Az elsé fontos
tulajdonsag, hogy az S fliggvény is csak egyensulyi dllapotokra értelmezhetd, igy hasznalatanak
csak termodinamikai rendszerekben van értelme. A maximum-elv jelentése pedig a kovetkezd.
Adott kényszerfeltétel hidnyaban a rendszernek igen sok allapota elképzelhets, amelyeket a
kényszerfeltétel megtartdsa mellett meg is tudunk valositani. Ha pl. a zart, adiabatikus dugattya
elmozduldsaval megvalosithato allapotokat tekintjiik, azokbol olyan sok kiilonb6zé hozhato 1étre,

ahany kiilonbozd helyen le tudjuk rogziteni a dugattyat. (Mivel a dugattyl helyzete folytonos
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valtozo, elvileg végtelen sok kiilonb6zo helyzetben rogzithetjiik. A gyakorlatban természetesen csak
véges kis elmozditasokat tudunk megvalositani, de azokbol is nagyon sok lehet.) Minden helyzethez
az U, V,ny,ny, ... ng valtozok meghatarozott értéke tartozik, amelyekbdl kiszdmithaté az
entropiafiiggvény értéke. A kényszerfeltétel teljes megsziintetése (esetliinkben a dugattytl szabad
mozgasa) esetén pontosan az az allapot valdosul meg, amelynek a sok-sok allapot koziil a
legnagyobb az entropiaja.

A 2. axiéma nagyon ¢értékes tulajdonsdgokkal ruhdzza fel az entropiafiiggvényt. Ha azt
ismerjiik, akkor barmely kiindulasi allapot ismeretében az adott rendszer tetszdleges egyensulyi
allapotat meghataroz6 allapotvaltozo-értékek kiszdmithatok. Azt mondhatjuk ezért, hogy az
entropiafiiggvény a rendszerr6l minden sziikséges termodinamikai ismeretet magaban foglal.
Szokas ezért a fliggvényt megadod

S=SU,V,ny,ny,... ng) (2.6)
egyenletet alapegyenletnek vagy fundamentdlis egyenletnek nevezni. Fontos megjegyezni, hogy az
entropiafiiggvény konkrét alakja természetesen anyagonként altalaban kiilonb6z0, csak ritkan lehet
talalni szélesebb érvényességi korti, altalanos entropiafiiggvényt. A gyakorlatban 1étezd anyagokra
legtobbszor nem is adhaté meg zart alakban egy ilyen fliggvény, ehelyett annak értékeit a valtozok
kiilonb6z6 értékeinél tablazatosan szokas megadni.

Az entropiafiiggvény tovabbi tulajdonsagait két masik axidma mondja ki. A harmadik axiéma
a kovetkezo:

Egy osszetett rendszer entropidja additiv a rendszer részei folott. Az entropia folytonos,
differencialhato, és az energianak szigoruan monoton névekvo fiiggvénye.

A 3. axiomabdl az entropiafiiggvénynek igen sok tulajdonsaga kovetkezik. Az additivitas azt
jelenti, hogy az entrdpia extenziv mennyiség. Mivel az entropiafiiggvény valtozoéi is extenzivek,
ezért ha egy adott rendszer egy (gondolatban) elkiilonitett részének V' térfogatat A-szorosara kell
novelni, hogy a teljes rendszer AV térfogatat megkapjuk, akkor annak S, U, ny, ny, ... ng valtozoi a
teljes rendszer AV térfogataban ugyancsak A-szorosra nonek:

SQAU, AV, iny, Ana,... Ang) = AS(U, V, ny, na,... ng) (2.7)
A matematikdban az ilyen tulajdonsagt fiiggvényeket homogén elsofoku fiiggvényeknek nevezik,
amelyeknek érdekes tulajdonsagait késébb majd kihasznaljuk. Van egy specialis 4 érték, aminek
kiemelt jelentésége van a termodinamikaban. Az ny, ny, ... ng anyagmennyiségek Osszegét — a
rendszer Osszes anyagmennyiségét — jeloljiik n-el. Az ezzel elosztott extenziv mennyiségeket a
megfeleld moldris mennyiségeknek nevezziik, és a mennyiségeket jelold nagy latin betiik kisbetiis
valtozataval jeloljik. Kivétel ez alol az eleve kisbetlis n; anyagmennyiség, amelynek molaris értékét

moltortnek nevezzik, és x;-vel jeloljik:
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2. A termodinamika axiomai

n; n.

X, = Sl (2.8)

i K

>,
n;

1

J
A (2.7) egyenletet a 4 = 1/n faktorral felirva igy az
S(Um, Vin,ny/n, ny/n,... ng/m) = S(U, V, ny, na,... ng)/n (2.9)
transzforméciohoz jutunk, ami a molaris mennyiségekkel megadhato s (u, v, x1, x2, ... xx) molaris
entropiafiiggvény definicidja. Ennek u, v, xi, x2, ... xx¢ valtozdi azonban mar nem fiiggetlenek

egymastol, hiszen a (2.8) egyenlet értelmében érvényes a moltortek kozott a
K
D ox =1 (2.10)
i=1

Osszefiiggés. A molaris mennyiségekkel megadott entropiafliggvénynek tehat eggyel kevesebb —
azaz K — 1 szdmu — szabadsagi foka van. Ez érthet0 is, hiszen a molaris mennyiségek ismeretében
nem tudjuk megmondani a rendszer teljes kiterjedését, azt kiilon meg kell adni, ami éppen a
hianyz6 szabadséagi fok terhére torténhet. A molaris mennyiségek ezért nem extenzivek; az azoktol
valé megkiilonboztetést elnevezésiikben is kifejezziik: intenziv mennyiségeknek nevezziik dket. Az s
(u, v, x1, X2, ... Xg) intenziv molaris entropiafiiggvényt megado
s=s(u, v, X1, X2,... Xg) (2.11)
egyenlet tehat a rendszer méretétdl (kiterjedésétdl) eltekintve minden termodinamikai informaciot
tartalmaz a rendszerrdl, ezért a (2.11) egyenletet entropia-alapu intenziv fundamentalis egyenletnek
nevezzik. Fontos megjegyezni, hogy a (2.7) egyenletet molaris mennyiségekre alkalmazva nem
meglepé modon azt kapjuk, hogy azok extenziv valtozéiknak egy A faktorral torténd
transzformécioja sordn valtozatlanok maradnak:
S(AU, AV, Any, Ana,... Ang) = s(U, V, ny, na,... ng) (2.12)
A jobb oldalon az s elétt elképzelhetiink egy egységnyi faktort A° alakban, aminek alapjan a fenti
tulajdonsagu fiiggvényt homogén nulladfoku figgvénynek nevezziik.
Mivel az entrépia az energianak szigoruan monoton fiiggvénye, ami differencidlhatod és
folytonos, ezért az entropiafiiggvényt invertalhatjuk, igy hozzajutunk az
U=U(S,V, n,ny,... ng) (2.13)
energiafiiggvényhez. Természetesen az energiafliggvény ugyanigy invertdlhato, igy beldle
eldallithatd az entropiafiiggvény. Ezért az U (S, V, ni, na, ... ng) energiafiiggvény megadasa
egyenértéeki az S (U, V, ny, na, ... ng) fiiggvény megadasaval, amirél pedig tudjuk, hogy
segitségével a rendszer minden egyensulyi allapota megadhato. Kovetkezésképpen a (2.13) is egy
fundamentalis egyenlet, amit megkiilonboztetésiil az entropia-alapu korabbi valtozattol, energia-

alapu fundamentalis egyenletnek neveziink.
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2. A termodinamika axiomai

A 3. axiéma kimondja, hogy az entrépia az energia szigoruan monoton ndvekvo fiiggvénye. A
fliggvények matematikai tulajdonsagaibol az is kdvetkezik, hogy annak inverze, az energiafiiggvény
is szigorian monoton ndvekvd fliggvénye az entropidnak. A megfeleld derivaltakkal kifejezve ez a

kovetkezoket jelenti:

(O_Sj >0 ¢&s ( ou j = ! >0 (2.14)
aU V.n aS V,n (asj
oUu ),,

Amint a késobbiekbol kideriil, a (88_(5{) derivalt a homérséklettel azonosithato. A 3. axioma tehat
V.,n

egyuttal azt is rogziti, hogy a homérséklet csak pozitiv lehet. A negyedik axioma — egyben az
utolsd — éppen ezzel a derivalttal kapcsolatos.

Barmely rendszer entropidja zérus abban az allapotaban, amelyben a (g—gj derivalt értéke

V.n
Zérus.

A késobbi értelmezés alapjan tehat ez azt jelenti, hogy zérus hdmérsékleten barmely
egyensulyi rendszer entropidja zérus. (Hogy ez nem mindig teljesiil, annak gyakorlati okai vannak,
amelyekkel a statisztikus termodinamika fejezeben foglalkozunk.) Erdemes ezzel kapcsolatban
megjegyezni, hogy eszerint az entropia skdldjanak zérus pontja egyértelmiien meghatarozott,
akéarcsak a V térfogaté vagy az nj, ny,... ng anyagmennyiségeké. Az eddig emlitett mennyiségek
koziil ez alol csak a belsd energia kivétel, amelynek skaldja nem meghatarozott. Az energidnak ez
mar a mechanikdban is megismert tulajdonsdga. Annak zérus pontjat ezért mindig Onkényesen,
valamilyen megallapodas alapjan szokas rogziteni. Azt az éallapotot, amelyben az energia értékét

onkényesen zérusnak tekintjlik, referenciadllapotnak szokas nevezni.

2.2.2. A differencialis fundamentalis egyenlet tulajdonsagai

A fundamentdlis egyenletek differencidlis alakjat differencialis fundamentalis egyenletnek
szokas nevezni. Tekintsiik pl. a (2.13) energia-alapi fundamentalis egyenletet, és vegyiik mindkét

oldalanak differencialjat. Ezzel a miivelettel az ismert mdédon a jobb oldalon megadjuk a bal oldalon

szerepld dU teljes differencidlt az S, V,n,ny, ... ng valtozok infinitezimalis ndvekményeinek
fiiggvényében:
K
dU = [a—U) das + (a—Uj dv+y. au dn, (2.15)
8S V.,n aV S,n i=1 ani SV.n..

A parcidlis derivaltak indexeiben az egyértelmiiség kedvéért feltiintetjiik a fliggvény tobbi
valtozojat is, amely a derivalds szempontjabol allandd. A rovidség kedvéért itt is hasznaljuk az

n = (ny, ny, ..., ng) anyagmennyiség-vektort. Az U fiiggvény n; komponensek szerinti derivaltjanak
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2. A termodinamika axiomai

indexében az n;.; azt fejezi ki, hogy a valtozok kozott nem soroljuk fel az n;-t, amely szerint
parcidlisan derivaljuk a fiiggvényt. (A tovabbiakban is ezt a jelolésmddot alkalmazzuk.)
Vizsgaljuk meg az egyenlet jobb oldalan szerepld tagok jelentését. Mivel mindegyik az energia

ndvekményéhez jarul hozza, ezért energiadimenzidjinak kell lennitik. A
(@v), = (a—Uj ds (2.16)
' oS )y,

azt a parcialis energianovekményt jelenti, ami a térfogat és az Osszetétel valtozatlansaga mellett,
azaz zart, merev fali, de diatermikus rendszerben bekovetkezik. Egyszerii rendszerekben ez az
energiavaltozas csak hd hatasara kovetkezhet be, a (dU) v, , tehat éppen a kornyezettol felvett ho.

Hasonloképpen a
(du), = (a—Uj dv (2.17)
TNV s,

kifejezés a térfogatvaltozas hatasara bekovetkezd energiandvekmény, ami éppen a térfogati munka.
Az entrépia ¢és a térfogat allandosdga mellett minden egyes anyagfajta mennyiségének
megvaltozasa a megfeleld dn;-vel aranyos energiajarulék. Ezt a kémiai dsszetétel megvaltozasaval
kapcsolatos energiajarulékot kémiai munkdnak vagy kémiai energidnak nevezziik. Erdekes
tulajdonsaga ennek az energiandvekménynek, hogy anyagfajtanként kell kiszdmitani, és az Osszes

névekményt dsszeadni:

(@U)s, =i(a—Uj dn, (2.18)
T\ Oon, SWinm
Vegyiik szemiigyre kozelebbrél a fenti harom egyenletben szerepld parcidlis derivaltakat.
Mindenekeldtt 1athatd, hogy mindegyik extenziv mennyiségek hényadosa. Ezek az entropidra,
térfogatra, vagy anyagmennyiségre vonatkoztatott hanyadosok — hasonldéan a korabban bevezetett
molaris mennyiségekhez — intenziv mennyiségek. Ezek kozil a (2.2) és a (2.17) egyenletek
Osszehasonlitasa alapjan vilagos, hogy az U (S, V, n) energiafiiggvény térfogat szerinti derivaltja a P

nyomas —1-szerese, azaz

(Z—gjs’n =-P (2.19)

Az U (S, V, n) energiafiiggvény entropia szerinti derivaltja olyan intenziv mennyiség, amely az
entropia novekményével megszorozva €ppen az (egyensulyi) rendszernek atadott hét eredményezi.
A késbébbiekben belatjuk majd, hogy ez a mennyiség a homérséklet, mivel minden kivanalomnak

eleget tesz majd, amit a hdmérséklettdl elvarunk:
(a_Uj _7 (2.20)
oS )y,
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2. A termodinamika axiomai

(Azt mindenesetre maris tudjuk, hogy 7 intenziv mennyiség.)
Az U (S, V, n) energiafiiggvény anyagmennyiségek szerinti derivaltjarél eddig semmit nem
tudunk, csak annyit, hogy a kémiai energia meghatarozadsdhoz van koze. Nevezziik el ezt a

mennyiséget ezért kémiai potencidlnak, jeloljik u-vel, €és deritsik ki a tulajdonsagait a

késObbiekben:
(O_U) — 4 2.21)
an( SV.n.

1

Felhasznalva a (2.19)—(2.21) egyenletekben azonositott parcidlis derivaltakat, a (2.15)
egyenletet a formalisan egyszeriibb
K
dU =TdS—PdV + ) u,dn, (2.22)
i=1
alakban irhatjuk fel. Természetesen ez is az energia-alapu differencialis fundamentalis egyenlet egy
lehetséges alakja. Amint a (2.15) egyenlet alapjan magatdl értetddik, az abban szerepld parcialis
derivaltak ugyanazon valtozok fiiggvényei, mint maga az U (S, V, n) energiafiiggvény. Ebbdl

kovetkezik, hogy a (2.15) egyenlet intenziv mennyiségei is az S, V, n valtozok fiiggvényei:

T=T(S,V,n) (2.23)
P=P(S,V,n) (2.24)
wi= i (S, V, n) (2.25)

Mivel T, P és a w-k is intenziv mennyiségek, ezért a (2.23) —(2.25) egyenletekkel megadott
fliggvények természetesen homogén nulladfoku figgvények. Az Oket megadd (2.23)—(2.25)
egyenleteket dllapotegyenleteknek nevezziik.

A fentiek alapjan — a (2.22) egyenlet ,,atrendezésével” — kdnnyen felirhatjuk a (2.6) entropia-
alapt fundamentalis egyenlet differencialis alakjat is:

as - %dU +§dV—IZI;%dni (2.26)

Fontos megjegyezni, hogy a (2.26) entropia-alapi differencidlis fundamentélis egyenletben
szerepld intenziv mennyiségek a (2.22) egyenlettdl eltérd fliggvényeket jelentenek, hiszen azoknak
mar a valtozdik is kiilonbozdéek. Ezek az intenziv mennyiségeket megado fiiggvények az entropia-

alapu éllapotegyenletek:

1 1
—=—\U.V 2.27
; T( V., n) (2.27)
P P
—=—\U,V, 2.28
7 T( n) (2.28)
L= (u,y, 2.29
7 T( n) (2.29)
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2. A termodinamika axiomai

2.2.3. A hémérséklet és az entropia skaléja

Az eddigiek soran eléfordult valtozok koziil a belsd energia, a térfogat, az anyagmennyiség és
a nyomads hasznalatos skalai és egységei korabbi — mechanikai és kémiai — tanulmanyok alapjan
mar ismertek. A kémiai potencial skaldja és mértékegysége az azt definiald (2.21) egyenlet alapjan
konnyen adoédik: anyagmennyiségre vonatkoztatott energiaként értelmezve azt J/mol egységben
mérhetjiik, zéruspontja pedig megfelel az energia 6nkényesen megvalasztott zéruspontjanak.

Az entrdpia és a hdmérséklet definicioja egymassal Osszefligg, igy 0sszefiigg azok skaldjanak,
illetve mértékegységének megvalasztdsa is. A hdOmérséklet mérésére mar a termodinamika
kialakuldsa el6tt is hasznaltak kiilonb6zé empirikus hdmérsékleti skalakat, amelyeket jobbara
folyadékok hoétagulasanak segitségével hataroztak meg. Ezen empirikus skaldk koziil ketté maradt
fenn, amelyek napjainkban is széles korben hasznalatosak. Eurépaban és Azsia nagy részén a
Celsius-féle hdmérsékletskala hasznalatos, amelynek egysége a Celsius fok, roviditve °C. Zérus
pontja a tiszta viz fagyaspontja, 100 °C pedig annak forraspontja atmoszférikus nyomason. Eszak-
Amerikdban és tobb mdas orszdgban a Fahrenheit-féle homérsékletskala hasznalatos, amelynek
egysége a Fahrenheit fok, roviditve °F. Ennek zérus pontja a szilard konyhasoét és jeget is tartalmazo
telitett vizes oldat egyensulyi homérséklete, 100 °F pedig a tehén végbélben mérhetd test-
hémérséklete. A két skala kozti atszamitashoz a Fahrenheit skalan megadott hdmérsékletbdl ki kell
vonni 32-t, majd az eredményt el kell osztani 1,8-del. Igy pl. a viz fagyaspontja 32 °F, forraspontja
pedig 212 °F. A szobahdmérséklet 70 °F kozelében van.

Amint lathatd, egyik hdmérsékletskala sem felel meg a termodinamikai axiomak tdmasztotta
feltételeknek. A harmadik axioma értelmében a hémérséklet nem lehet negativ, a negyedik axioma
szerint pedig zéruspontja meghatarozott. Ennek megfelelden skaldjanak meghatarozasdhoz
elegendd egyetlen hdmérsékleti érték rogzitése. A homérséklet SI mértékegységét a korabbi Kelvin-
skala' alapjan rogzitették, amely szerint a viz harmaspontja (ahol tiszta viz, jég és vizgéz van
egymassal egyensulyban) pontosan 273,16 kelvin, a skala osztasrésze pedig éppen megegyezik a
Celsius skalaéval. A Kelvin-skala egységét minddssze egy K-val roviditjiik, nem szerepel benne a
fokot jel6ld °. Mivel a Celsius skalan a harmaspont hdmérséklete 0,01 °C, ezért a homérséklet SI
egységben kifejezett értékét ugy kapjuk, hogy a °C-ban megadott hOmérséklet szamértékéhez
hozzaadunk 273,15-ot:

T (K)=1¢(°C) + 273,15 (2.30)

Az entropia mértékegységét mar csak az energia és a homérséklet egységétol fliggden
hatarozhatjuk meg, mivel tudjuk, hogy a 7 szorzatnak energiat kell adnia. A késébb targyalando

statisztikus termodinamika eredményei alapjdn az entropia dimenzidomentes szam. Ennek az a

' William Thomson — lovagga iitése utan Lord Kelvin — (1824-1907) brit fizikus. Jelentés eredményei voltak a
termodinamika fejlédésében.
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kovetkezménye, hogy az energia és a homérséklet azonos dimenzidjuak, legfeljebb skalajukban
kiilonbozhetnek egymastol. A megfeleld egységek héanyadosa a kelvin és a joule aranya,
ks =1,3806 x 10> J/K, amit Boltzmann dllandénak neveziink. Kovetkezésképpen az entropia
egysége is J/K. Mivel a hémérséklet intenziv, az entropia pedig extenziv mennyiség, ezért a
Boltzmann éllandoval kifejezett egyenértéket még meg kell szorozni a részecskék szamaval ahhoz,
hogy az extenziv entropiat kapjuk. A részecskeszam ugyancsak dimenziomentes, igy nem valtoztat
a mértékegységen. Helyette azonban az anyagmennyiséget szokds haszndlni, ami valamennyire
komplikéalja a viszonyokat. Az anyagmennyiség SI mértékegységének bevezetése az entropia
mértékegységét valtozatlanul hagyta, hiszen a részecskeszamot mindossze egy szamossagot
kifejez6 konstans osztoval valtoztatja meg; a részecskék darabszama helyett annak 6,022 x 10%-nal
elosztott értekét jelenti. Mivel azonban ezt a szamossagot kifejezd allandot 6nallo SI egységként
vezették be, ezért a hOmérséklet és az energia kozotti ardnyossagra is célszerli az egy molra
vonatkoztatott aranyossagi tényezo alkalmazasa. Az anyagmennyiség egységét az Avogadro dllando
segitségével lehet konnyen megfogalmazni, ami Nx = 6,022 x 10* mol ™. Ennek felhasznalasaval az
aranyossagi tényez6 éppen R =kg No=8.31451 JK 'mol”', a hémérséklet és a moléris entropia

hanyadosa. A fentiekbdl kdvetkezden a kT részecskeenergiat, az RT pedig molaris energiat jelent.

2.2.4. A fundamentalis egyenlet €s az allapotegyenletek kapcsolata

Erdekes megvizsgalni a (2.23)—(2.25) egyenletek viszonyat a (2.15) fundamentalis
egyenlethez. Ezek mindegyike a fundamentélis egyenletben szerepld derivaltak egyikét adja csak
meg. Ahhoz, hogy a teljes fundamentélis egyenletet eldallitsuk, eszerint K+ 2 derivaltra van
sziikségiink. Az allapotegyenleteket leggyakrabban mérési adatok alapjan hatdrozzak meg. A
kiilonboz6 allapotegyenletek ismeretében azutan felépithetd a fundamentalis egyenlet.

Az allapotegyenletek azonban nem fiiggetlenek egymastol. Ezt a homogén elséfoku fliggveé-
nyek egy fontos tulajdonsaga alapjan konnyen belathatjuk. Ha f(x;, x2, ..., x,) homogén elséfoka

fiiggvénye az x1, x2, ... , x, valtozoknak, akkor érvényes rd Euler tétele:

f(xl,xz,...,xn)zi(%J X, (2.31)

X i

Alkalmazzuk ezt az U=U(S, V,n,na, ..., ng) fiiggvényre, amely ugyancsak homogén

K
U:(é—Uj S+(8—U] V+> au n, (2.32)
S )y, o), ‘S\om ),

frjuk at ezt az egyenletet a kordbban azonositott parcialis derivaltakkal

els6foku:
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K
U=TS-PV+> un, (2.33)

i=1
alakba. Ezt az egyenletet szokés (az energiara vonatkozo) Euler dsszefiiggésnek nevezni. Irjuk fel a
(2.33) egyenlet differencialis alakjat, kifejtve a tagonkénti szorzatok differencialjait:
K K
dU =TdS + SdT — PdV —VdP+ ) u.dn, + Y n,dy, (2.34)
i=l1 i=1
Vonjuk ki ebbdl a (2.22) egyenletben megismert alabbi egyenletet:
K
dU =TdS—PdV + ) u,dn, (2.35)
i=l1
A bal oldalon zérust kapunk eredményiil, a jobb oldalon pedig extenziv mennyiségek €s intenziv
mennyiségek ndvekményeinek szorzatai maradnak. Az oldalakat felcserélve az
K
SdT —VdP+) n,du, =0 (2.36)
i=1
Gibbs-Duhem egyenlethez jutunk. Az egyenlet azt fejezi ki, hogy a 7, P és ny, na, ..., ng intenziv
valtozok egymastol nem fiiggetlenek, érvényes rajuk a Gibbs-Duhem egyenlet eldirta kényszer-
feltétel. A (2.36) egyenlet is azt fejezi ki, hogy ha egy termodinamikai rendszert csak az intenziv
valtozokkal jellemziink, akkor nem K + 2, hanem csak K+ 1 szabadsagi fokra van sziikségiink
ehhez. Az egyenlet azonban kvantitativ 0Osszefiiggés is egyben, és segitségével pl. K+ 1
allapotegyenlet ismeretében kiszamithato a hianyzo allapotegyenlet.
A fentiek alapjan konnyen felirhatjuk a (2.6) entropia-alapu fundamentalis egyenletbdl

szarmaztathato entrdpia-alapu Euler Osszefiiggést:

1 P LSy
S=—U+—V->) —n, 2.37
FUTT Z 7 (2.37)

Hasonloképpen felirhat6 az entropia-alapu Gibbs-Duhem egyenlet is:
1 P & n
ud| — (+Vd|— |- ) nd|—-1=0 2.38
(72l 2%

2.2.5. Az idedlis gaz fundamentalis egyenlete

Az eddigiek alapjan a mérésekkel meghatarozott allapotegyenletekbdl fel tudjuk épiteni a
fundamentélis egyenletet. Az alabbiakban ezt egy egyszerli, de a gyakorlatban is sokszor
alkalmazott rendszer, az ideadlis gdz péld4djan mutatjuk be. Ez egy olyan idealizalt rendszer, amelyre
szigoruan érvényesnek tekintjiik a nem tul nagy nyomadst és nem tal kis hdmérsékleti gazokra a

mérések alapjan jo kozelitéssel érvényes O0sszefliggéseket. A 17., ill.18. szazad ota ismert Boyle-
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Mariotte', valamint a Gay-Lussac® és az Avogadro® torvényrdl késébb kimutattik, hogy azok
szigoru érvényességének feltétele, hogy a molekulak egymastol fiiggetlenek legyenek, azaz —
rugalmas litk6zéseiken tilmenden — ne legyen koztiik semmilyen kolcsonhatas, tovabba kiterjedéstik
olyan kicsi legyen, amely elhanyagolhat6 a gaz térfogatahoz képest. Ezek a feltételek annal jobb
kozelitéssel teljesiilnek, minél kisebb a gaz nyomasa, és minél nagyobb a homérséklete.

Az egyik allapotegyenletet gyakran a kovetkezo furcsa alakban szokas megadni, amivel eddigi
tanulmanyai soran feltehetden mindenki talalkozott:

PV=nRT (2.39)

Ez az un. mechanikus allapotegyenlet, amely alkalmas pl. a térfogati munka szamitasara. Egy masik
allapotegyenlet, amely korabbi hdtani tanulmanyainkbol lehet ismerds, a termikus dllapotegyenlet:

U:%MT (2.40)

(Ez az alakja egyatomos gazokra vonatkozik. Tobb atombodl allé részecskék esetében a szorzo-
tényez0 3/2-nél nagyobb.) Eldszor el kell donteni, hogy melyik fundamentélis egyenlet allapot-
egyenletei ezek. A (2.13) energia-alapu fundamentalis egyenlet valtozoi az S entropia, a V térfogat,
valamint az n Osszetétel. (Mivel az idedlis gaztdrvény idézett allapotegyenletei egykomponensii
gazra vonatkoznak, az n vektor helyett a tovabbiakban hasznaljuk a tiszta komponens anyag-
mennyiségét megadd n skalar valtozot.) Lathatod, hogy a (2.40) allapotegyenletben az intenziv T
valtozd mellett szerepel az U belsd energia is, ami az entrdpiafiiggvény valtozoja. A (2.39)
egyenletben pedig két intenziv mennyiség, a P és a T is szerepel. Mindezek alapjan a két
allapotegyenlet csak az entropia-alapu fundamentalis egyenlethez tartozhat. Ennek alapjan célszerti

atirni Oket a (2.28) ¢és a (2.27) egyenleteknek megfeleld

. (2.41)
Ty
1 3R (2.42)
T 2 U

alakba. Eszrevehetjiik, hogy P/ T csak V-tSl és n-tél fiigg, U-t6l nem, 1/ T pedig csak U-tl és n-t6l
fiigg, V-t6] nem. Mindkét fliggvényben megjelenik n egy tort szamlaldjaban. Tudjuk, hogy az n-nel
valé osztds molaris mennyiségeket eredményez, igy a szdmlaloban n-t tartalmazo tortek helyébe a

megfeleld molaris mennyiségek reciprokat irhatjuk:

' Robert Boyle (1627-1691) ir fizikus és kémikus, Edmé Mariotte (kb. 1620-1684) francia fizikus. Egymaéstol
fliggetleniil fedezték fel a gazok Osszenyomhatosagara allanddé hémérsékleten érvényes, roluk elnevezett torvényt.
(Angol szdvegekben gyakran csak Boyle torvényként emlitik.)

* Louis Joseph Gay-Lussac (1778-1850) francia fizikus és kémikus. O ismerte fel gdzok hétagulasanak altalanos
torvényét, valamint gazelegyekben a komponensek fiiggetlen viselkedését.

* Amadeo Avogadro, Quaregna grofja (1776-1856) olasz kémikus. O fogalmazta meg azt a hipotézist, hogy azonos
nyomason ¢s hémérsékleten gazok azonos térfogataban azonos szamu molekula van.
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2. A termodinamika axiomai

P R

L 8 2.43

7 (2.43)
l - iﬂ (2.44)
T 2 u

Az igy kapott allapotegyenletek alapjan mar kdnnyen felépithetjiik a fundamentalis egyenletet.
Ha az extenziv fundamentalis egyenletet szeretnénk megkapni, ahhoz még sziikség van a tiszta
(egykomponensii) idealis gdz harmadik allapotegyenletére, amely a u/7T fliggvényt adja meg.
Tudjuk azonban, hogy a (2.38) Gibbs-Duhem egyenlet felhasznéaldsaval ezt a fliggvényt mar

kiszamithatjuk. Ha az anyagmennyiséggel elosztott (2.38) egyenletet atrendezziik, akkor az alabbi

()2l

differencialegyenlethez jutunk:

[ : j ( ; j

‘. . . ‘s .y p 1 T . P T

Irjuk be a lancszabaly alkalmazéséaval kifejezhetd d = du, illetve d = dv
T du T dv

differencidlokat a fenti egyenletbe, a megfeleld derivaltak helyébe pedig irjuk be a (2.44) és (2.43)
egyenletekkel megadott fiiggvények derivaltjait:

d(ijzu{—ii)duw{—ijdv:—%idu—idv (2.46)

T 2 u’ V2 u %

A fenti egyenlet integralasaval kapjuk a keresett 1/ T fiiggvényt. Mivel a jobb oldalon az els6 tag
csak az u fliggvénye, v-t6l nem fligg, a masodik tag pedig csak a v fliggvénye, u-tol nem fiigg, ezért

integralaskor az els6 tagot elegendd csak u szerint, a masodikat pedig csak v szerint integralni:

uy,vy # ~ 3 uy,vo 1 uy,vy 1
j d (?] = —?RJVO —du - Rul j | —dv (2.47)

Az integralasokat elvégezve az alabbi allapotegyenletet kapjuk:
ﬁ:(ﬁ) 3 R g (2.48)

T ), 2 u, v,

A (%j =%(u0,vo) integracios alland6 a %ﬁiggvény érteke a valtozok ug, vo értékeinek
0

megfeleld referencia-allapotban.
Miutan mindharom allapotegyenletiink rendelkezésre all, a megfeleld derivaltak kifejezését a

(2.37) Euler 0sszefiiggésbe helyettesitve kiszamithatjuk az ideélis gaz fundamentalis egyenletét:

S=§Rn+Rn—n A1 4R ElnlJrlnl (2.49)
2 T), 2

Uy Vo
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2. A termodinamika axiomai

Haszndljuk ki, hogy ——=-Z- " illetve - =" tovibba rendezziik 4t a jobb oldalt
u, U, n vo V, n

kiemelések segitségével:

3 5
2 2
S:ERn—n(ﬁ) +nRIn U2 n (2.50)
2 T), U, ) \V, )\ n,

A fenti eredmény az S fiiggvényt adja meg, ezért nem célszerli abban a u kémiai potencial
referenciaallapotbeli értékét megadni, célszeriibb, ha ehelyett magénak az S fliggvénynek a

referenciaallapotbeli értéke szerepel az egyenletben. Legyen ez az érték
SO=SO(UO,V0,n0)=iRn0—n0(£ > (2.51)
2 T ),

amit az S fliggvény fenti kifejezésébe helyettesitve megkapjuk az idedlis gaz kompakt alak( funda-

3 5
7 )
S=-""8 +nRIn (£] (LJ [ij (2.52)
Ry U, Vo Ry

A kapott fiiggvényt idedlis gazok barmilyen allapotvaltozasa utan kialakuld egyensulyi allapot

mentalis egyenletét:

meghatarozasara hasznalhatjuk.

Erdekes megvizsgalni, hogyan juthatunk kozvetleniil az intenziv fundamentalis egyenlethez.
Ez természetesen elvégezhetd ugy is, hogy a (2.52) egyenletben minden extenziv valtozot (azaz U-t,
V-t és n-t is) elosztjuk n-nel, illetve a referenciadllapotbeli értékeiket ng-val. Tanulsagos azonban a
kozvetlen eldallitas is, hiszen ahhoz nem kell mindhdrom allapotegyenlet, elegendd kettd is. Az
entropia-alapu intenziv differencidlis allapotegyenletben csak két tag marad meg, hiszen tiszta

anyag molaris entropidja nem fiigg az anyagmennyiségtol:
ds :ldu +£dv (2.53)
T T

Behelyettesitve ebbe a (2.44) és (2.43) egyenletekkel megadott allapotfiiggvényeket, valamint
alkalmazva a korabban is hasznalt lancszabalyt a differencidlasra és elvégezve az integralast,

konnyen eljutunk idealis gadzok intenziv fundamentalis egyenletéhez:

s=so+%Rlnu+Rlnv , (2.54)
ahol a korabbiakhoz hasonldan
S, =iRlnL+RlnL (2.55)
2 u, Vo

crer

fenti fiiggvénye nem teljesiti a termodinamika negyedik axiomajaban megkdvetelt feltételt, ami
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2. A termodinamika axiomai

eldirja, hogy az entropia értéke zérus legyen 7= 0 homérsékleten. Ez Osszhangban van azzal a
koradbban emlitett koriilménnyel, hogy az idedlis gaz kozelités kis hdmérsékleteken nem alkalmaz-
hat6. Azt is érdemes ismételten hangstlyozni, hogy a (2.40) egyenletben szerepld 3/2 R szorzo-
tényez0 csak egyatomos idedlis gazok esetén hasznalhaté. Ha a gazmolekula szerkezete ennél
bonyolultabb, akkor a szorzétényezd értéke ennél nagyobb. Amint a késébbiekben lathatjuk, ez a

tényezo éppen a gaz allando térfogaton mérhetd hokapacitasa, igy fligg a molekula szerkezetétol.

2.2.6. Az idedlis van der Waals fluidum fundamentalis egyenlete

Az idedlis gaz allapotegyenlete annyira elterjedt, hogy redlis gdzokra nem csak kozelitd
szamitasok céljara alkalmazzak, hanem tobb allapotegyenlet az idedlis gdzokra vonatkozo éllapot-
egyenlet valamilyen modositasa. Torténetileg az egyik elsé altalanos igényl allapotegyenletet van
der Waals' vezette be 1873-ban, ezért az § nevét viseli. A van der Waals dllapotegyenlet ugyan a
legtobb esetben nem ad jo kozelitést a gazok viselkedésére, viszont elvi szempontbol nagyon
szemléletesen megragadja az idealitastol valo eltérést, valamint magyarazni tudja a géz-folyadék
allapotvaltozast is. Emiatt tankonyvekben tovabbra is elterjedten talalkozhatunk vele és a hozza
kapcsolhaté magyarazatokkal. Példaként ezért bemutatjuk, mint az idedlis gazegyenlet egyik
lehetséges alternativajat. Az alfejezet cimében eléfordulo fluidum sz6 a gaz és folyadék kozds neve,
¢és azt fejezi ki, hogy az egyenlet folyadékok leirdsara is alkalmas — bar meglehetsen korlatozott
mértékben.

frjuk fel gazok mechanikai allapotegyenletét a van der Waals altal javasolt alakban:

RT a
—_— _v_2 (2.56)

P=

Ez az idealis gaz (2.39) allapotegyenletétdl az elso tag nevezdjében szerepld — b tagban, valamint az
additiv — a/v? tagban kiilonbozik. J. D. van der Waals érvelése szerint ez a két korrekcio a realis
gazok ¢és az idedlis gazmodell tulajdonsagai kozotti kiilonbségeket tiikrozi. Idedlis gézok (2.39)
allapotegyenlete molekuléris szinten azzal magyarazhaté, hogy a gazmolekulakat (kiterjedés
nélkiili) tomegpontoknak tekintjiik, amelyek k6zott nem hatnak erék, azaz sem nem vonzzak, sem
nem taszitjak egymast, kolcsonhatasaik csak rugalmas litkozéseikben nyilvanulnak meg. Ez a
molekularis kép a realitdsok figyelembe vételével konnyen korrigdlhatd. Egyrészt a molekulak
kiterjedése ugyan kicsi, de véges, ezért sajat térfogatuk nem elhanyagolhat6 az 6ket befogado
tartaly térfogatdhoz képest. Ezt fejezi ki a b korrekcid, amely egy mdlnyi molekula sajat
térfogataval csokkenti a betoltott térfogatot. Masrészt a molekuldk gyengén vonzzak egymast. Ez a
vonzas a gaz belsejében nem jatszik szerepet, mivel a molekuldkat egyenletes eloszlasban veszi

kortil a tobbi molekula, igy azok vonzasa egymast kiegyenliti, igy eredé eré nem hat rajuk. Az

''J. D. van der Waals ()
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2. A termodinamika axiomai

edény szélén 1évé molekulakra azonban a géz belseje feldl vonzas hat, amely ardnyos a
térfogategységben 1év0 molekuldk szamaval, ami a molaris térfogat reciprokaval aranyos. Ez a
vonzas egyuttal ardnyos a feliileten 1évé molekuldk szaméval is, ami a slirliséggel aranyos, azaz a
moldaris térfogat reciprokdval. Az eredd vonzéas igy aranyos a moldaris térfogat reciprokanak
négyzetével, az aranyossagi tényez6 pedig az a konstans. fgy keletkezik az —a/v? korrekcio.
Mashogy érvelve azt mondhatjuk, hogy a falkdzeli molekuldkra haté eré — ami a nyomast csokkenti
— a molekulaparok szaméval aranyos, mivel a parok kozott hat a vonzderd. A parok szama pedig a
stirliség négyzetével, azaz a moldris térfogat négyzetének reciprokaval ardnyos.

A fundamentalis egyenlet eldallitasahoz — hasonldéan ahhoz, ahogy a 2.2.5. alfejezetben idealis
gazok esetén jartunk el — sziikség van még a termikus allapotegyenletre is. Miel6tt ezt felirnank,
alakitsuk at a (2.56) kifejezést az entropiabazisu P/ T derivaltat megadé explicit alakba:

P R a 1
—= _ 2.57
T v—=b V* T ( )

A termikus allapotegyenletre magatol adodo lehetdség az idedlis gdzéval azonos (2.42) kifejezés. Ez
sajnos mégsem megfeleld. A fundamentalis egyenletnek ki kell elégitenie a termodinamika altal
megkovetelt Osszefiiggéseket, ami a (2.42) termikus allapotegyenlet elfogadasa esetén nem
teljesiilne. Hasznaljuk ki ezért termodinamikai ismereteinket, €s keressiink egy olyan 1/ 7 derivaltat
az u moldris energia és a v molaris térfogat fliiggvényében, amely biztositja a termodinamikai
feltételek teljesiilését. Tudjuk, hogy az s(u,v) allapotfiiggvény, ezért masodik vegyes parcialis

derivaltjai a derivalas sorrendjétdl fliggetleniil azonosak (F1.8):

0 [ 0Os _ 0 ( Os (2.58)
ov\ou) ouldv)
frjuk be ebbe a feltételi egyenletbe az elsé derivaltakat:
ﬂ(ij _0 (ﬁj (2.59)
ov\ T ou\T
A jobb oldalt ki tudjuk szamitani:
i(ﬁ =£( R__ a1l =_in(i (2.60)
ou\'T ou\v-b v T vi ou\T
A feltétel igy a
o (1 a 0 (1
S [ . 2.61
ov ( T ] v Ou (T j ( )

alakba egyszertisodik. Szorozzuk meg a jobboldal szamlélgjat is, nevezdjét is 1/a-val, a nevezdben
igy megjelend 1/a konstanst pedig irjuk be a derivalas valtozojaba:
o/ry 1 o1/T)

ov v O(ula)

(2.62)
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Kihasznalva az (F1.19) lancszabalyt, a baloldali derivalt
oL/T) _o(/T)d(/v) _ 10(0/T)

=—— (2.63)
ov o(l/v) d(v) v: o(1/v)
alakban irhatd. A két egyenlet 0sszehasonlitasa alapjan a megkivant feltétel
o(1/T) _ o(/T) (2.64)

ol/v)  o(u/a)
alakra egyszertisodik, ami azt jelenti, hogy a keresett 1/7 derivaltfiiggvény az 1/v és az u/a
valtozoknak olyan fiiggvénye, hogy annak a két valtoz6 szerinti derivaltja megegyezik. Ez csak gy
teljesiilhet, ha 1/7 csak (1/v+u/a)-t6l fiigg. Ezt kihaszndlva alakitsuk 4t idedlis gazok (2.42)
termikus allapotegyenletét. Az abban szereplé — csak egyatomos gazokra alkalmazhaté —3/2
egyltthato helyébe is irjunk egyuttal egy altalanos ¢ konstanst:

i:i (2.65)
T u+alv

Mivel a fenti allapotegyenlet az idealis gaz allapotegyenletének adaptalasaval keletkezett, ezért azt
a gazt, amelyre ez az egyenlet és a (2.56) van der Waals egyenlet érvényes, idedlis van der Waals
gaznak nevezhetjiik. Mieldtt a két allapotegyenletbdl kiszamitandnk a fundamentalis egyenletet,
érdemes a (2.56) allapotegyenletet is u és v explicit fliggvényeként kifejezni a fenti 1/ 7 fiiggvény
behelyettesitésével:

rF__R _ ‘iCR (2.66)
T v-b uv +av

A fenti két derivalttal felirhatjuk a
ds :ldu +£dv (2.67)
T T

teljes differencialt, és annak integralasaval eljuthatunk az

(v=b)u+alv)

s=5,+RIn (2.68)
(vo =D)uy+alvy)
intenziv fundamentalis egyenlethez, vagy azt az n anyagmennyiséggel beszorozva az
=S, +nRIn_Y=Dutalvy (2.69)

(vo =D)(uy +al/vy)*
extenziv fundamentalis egyenlethez, amelyben Sy = ns .
A fundamentalis egyenletben szerepl6 konstansok koziil a értéke kb. 0,003 és 1 Pa-m® kozott, b
értéke kb. 2,510 és 10x10° m’® kozott, ¢ pedig a minimalis 3/2 és kb. 4 kozott valtozik
szobahdmérséklet kornyékén. A konstansok értékét mérések alapjan hatarozzak meg gy, hogy az

allapotegyenletek a legjobban illeszkedjenek a kisérletekben mért dsszetartozo P, V és T értékekhez.
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3. Termodinamikai egyensuly 1zolalt €s allando
entropidju rendszerekben

Az el6z0 fejezetben a (2.6) entropiafiiggvényrdl megallapitottuk, hogy minden olyan
informaciot tartalmaz egy adott termodinamikai rendszerrél, ami lehetové teszi, hogy kiszamitsuk
annak barmely egyensulyi allapotaban az allapotvaltozok értékeit. Eszerint izolalt rendszerekben —
amelyek merev faluak, hdszigeteltek és zartak, azaz U belsd energidjuk alland6o — a kezdeti
allapotban meglévo kényszerfeltétel megsziinését kovetden kialakuld egyensuly feltétele az entropia
maximuma. Azt is megallapitottuk, hogy termodinamikai rendszerek jellemzésére az S = S (U, V, n)
entropiafiiggvénnyel egyenértekli az U=U(S, V, n) fliggvény — ezért is nevezzilk mindkét
fliggvényt megadd egyenletet egyarant fundamentalis egyenletnek. Elvarhatjuk ezért azt is, hogy ha
az S=S(U, V, n) entropiafiiggvény maximuma jellemzi Osszetett rendszerekben az egyensulyi
allapotot, akkor az U= U (S, V, n) fliggvénynek is rendelkeznie kell hasonld tulajdonsaggal. Mivel
az entropia az energianak monoton novekvo fiiggvénye, ezért az entropiafiiggvény energia szerinti

parcialis derivaltjara igaz a

5
oS )y,
Osszefiiggés. Ennek alapjan bizonyithatd, hogy ott, ahol az entrépia sz¢éls6 értéke maximum, az
energianak is sz¢élsé értékének, minimumanak kell lennie. Az Osszefiiggés matematikailag is
igazolhato, de eldszor gondoljuk meg, mi lenne, ha egyensulyban az S =S (U, V, n) allapotfeliileten
nem esne egybe az adott U, energiandl az entrépia Sy maximuma annak allandd entrépiaja
metszetében az energia minimumaval. Tegyiik fel tehat, hogy maximalis Sy esetén az azzal
osszeegyeztethetd U, nem minimélis. Allandd entropia mellett végeztessiink a rendszerrel
valamekkora munkat, aminek hatasara az Sy entropia mellett az energia Uy— AU-ra csdkken. A AU
energiat ezutan hé (O = |TdS) forméjaban taplaljuk vissza a rendszerbe. Ekkor az energia visszaall
az Uy értékre, az entropia pedig Sp+ AS-re ndvekszik. Amennyiben ez lehetséges lenne, akkor az
entropia Sy értéke nem lehetett volna maximalis, hiszen az 0j egyensulyban valtozatlan U, energia
mellett Sp+ AS-re novekedett. Az S= S (U, V, n) allapotfeliiletnek tehat olyannak kell lennie, hogy
allando energia mellett az entropianak maximuma, allandd entrépia mellett pedig az energidnak

egyuttal minimuma van, amint az a 3.1. dbran lathato.
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3.1. abra. Entropiaminimum ¢és energiamaximum szemléltetése az allapotfeliileten. Az egyensulyi
allapot energidja Uy , entropidja pedig Sy (az abran kis kor). A feltiintetett tengelyek
koziil S az Osszetett rendszer teljes entropidja, U annak teljes energidja, X pedig az a
alrendszert jellemzé valamely extenziv valtozé. (Ez hasonloképpen lehetne a f

alrendszert jellemz6 extenziv valtozo is.) A kis korrel jeldlt pontban §'= S, és U = U.
Ezt a fiiggvények tulajdonsdgai alapjan formalisan is bizonyithatjuk. Legyen az Osszetett
rendszer entropiafiiggvényének altalanos alakja S(U*, X7, X¢,.., X2, U”, X/, X7, ..., X”), ahol
U® illetve U’ az a, illetve a f alrendszerek energidja, X7 illetve X/ pedig az azokat jellemz

tovabbi extenziv valtozok (térfogat, anyagmennyiségek, stb.). Az S teljes entrépidhoz hasonloan az

Osszetett rendszer teljes energiajat jeloljiik U-val: U =U“+U”. A tovabbiakban hagyjuk el az
alrendszert azonosito a, illetve S felsé indexet is, helyette irjunk csak Xi-t, amely lehet barmelyik
alrendszer megfeleld extenziv valtozoja. Allando energia mellett az S fliggvény maximumanak

feltétele tetszdleges X; valtozo szerinti derivaltakkal az alabbiak szerint irhat6:
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2
[a_sj =0 és ( 0 5; ] <0 (3.2)
X, ), . ox? ), .

(Mivel a tovabbiakban csak az U és X; véltozok szerepelnek a derivaltakban, az X-t6l kiillonb6zo
Xj-k a derivalaskor allandok, ezért azokat sem tiintetjiik fel.) Hasznaljuk ki, hogy az S, U és X;

valtozok allapotfiiggvények, és alkalmazzuk rajuk a ciklikus szabalyt:

(asj (axij (an . 33)
ox, J,\au Js\ as ),

Ennek alapjan kiszamithatjuk az U (S, Xi, X, ... X,,) fliggvény elsd derivaltjat:

(au]: 1 :_[asj(auJ 3.4)
oX, ) (an oxX, ), \ oS )

oUu

Mivel az eredményiil kapott szorzatban a (3.2) egyenlet szerint az entropiafliggvény X; szerinti
derivaltja zérus, ezért az U fliggvény X; szerinti derivaltja is zérus, tehat az energiafiiggvénynek is
extrémuma van.

Az U fiiggvény masodik derivaltjat is a ciklikus szabaly alapjan szamithatjuk, a fentebb kapott
kéttényezds szorzat tovabb derivalasaval:

(aZUJ 0 [_( asj (an __( GSJ ( o°U J_(asz (8Uj 55)
ox? ). " ax, | \ax, ), Las ), ox, ) \asex, | \ax? ) \as ),

Az eredmény elsd tagjadban itt is szerepel az entrdpiafiiggvény X; szerinti derivaltja, ami a

maximumfeltétel miatt zérus. Masodik tagjanak masodik tényezdje a T hdmérséklet, ami nem lehet

negativ. A zérus elsd tagot elhagyva igy felirhato a

2 2
2) ()
i /s i Ju
Osszefliggés, amibol az kovetkezik, hogy
2 2
ha 0 S; <0 , akkor 8({ >0 . (3.7
ox; ), oxX; ),

Azt mondhatjuk tehat, hogy ha az egyensuly feltétele alland6 energia (izoldlt rendszer) esetén az
entropia maximuma, akkor egyuttal az is igaz, hogy az egyensuly feltétele allando entropia
(izentropikus rendszer) esetén az energia minimuma. Ez a kdvetkeztetés azért is megnyugtato, mert
tudjuk, hogy ha a hdhatast kizarjuk a rendszer és kornyezete kozotti kdlesonhatasok koziil, akkor
vissza kell kapnunk az egyensuly ismert feltételét, az energia minimumat. Mashogy fogalmazva azt
is mondhatjuk, hogy a harmadik axiéma azt garantalja, hogy hohatas kizarasa esetén érvényes

legyen az egyensuly mechanikabol ismert feltétele, az energia minimuma.
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A kovetkezokben vizsgalt egyensulyok esetén a fentiek értelmében két lehetdségiink is adodik;
vagy az entropiat kell maximalizalni (ha az energia allandd), vagy az energiat minimalizalni (ha az
entropia allandd). Amint a késdbbiekben latni fogjuk, léteznek olyan dallapotfiiggvények is,
amelyeknek extrémuma ezektdl eltérd koriilmények kozott alkalmas az egyensuly feltételének
egyszeriibb megfogalmazasara. Termodinamikai problémak megoldasakor ezért mindig érdemes

gondosan megfontolni, hogy milyen allapotfiiggvényeket hasznalunk a megoldashoz.

3.1. Termikus egyensuly

A termikus egyensuly kialakulasanak feltételeit vizsgaljuk eldszor izolalt rendszerben,
amelyben az U belsO energia alland6. Az izolalt rendszer belsejében legyen egy merev, anyagot at
nem eresztd és hdszigeteld fal, amely a rendszert két alrendszerre kiiloniti el. A 3.2. dbran vazolt
rendszerben kialakult egyensulyt a kiindulasi allapotban az a-val jeldlt alrendszerben U, V', és n“
valtozok, a 3 alrendszerben pedig U”, V*, és n” valtozok jellemzik. Sziintessiik meg ekkor a fal
hdszigetelését, €s legyen az hdvezetd. Ennek hatasara a belsé falon at héaram indulhat meg, ami
megvaltoztatja a két alrendszer allapotat. Szamitsuk ki az igy kialakuld 0j egyensulyban a két

alrendszer U%, V% n® és U”, V¥, n” valtozoinak értékeit.

1zolalt rendszer

merev, anyagot at nem eresztd belso fal
kezdetben hdszigeteld, majd hdvezetd

3.2. ébra. Elrendezés termikus egyensuly szdmitasdhoz izoldlt rendszerben. A teljes rendszer
1zolalt, az a és f§ alrendszereket elvalaszto fal a kiindulési allapotban merev, anyagot at
nem eresztd €s hdszigeteld. A végallapot termikus egyensulyanak kialakuldsdhoz a fal
hdszigetelését eltavolitottuk, igy az hdvezetové valt.

A hdszigetelés megsziinésével tovabbra is merev és anyagot at nem eresztd marad a belsd fal,

ezért a kovetkezd feltételek érvényesek a rendszerben. Anyag nem dramolhat at a falon, ezért az

sszetétel nem véltozhat: dn® = dn” =0 minden i komponensre nézve. A fal merev, ezért a térfogat

is allandd annak mindkét oldalan: dV® =dV” =0. A teljes rendszer izolaltsaga miatt az
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3. Termodinamikai egyensuly izolalt és allandé entrdpiaju rendszerekben

Osszenergia nem valtozhat, ezért az U= U®+ U” mennyiség allandd. Az Gjonnan kialakult
egyensulyt az entropia maximuma jellemzi, aminek sziikséges feltétele a dS =0 egyenldség

teljesiilése. Az entropia additiv mennyiség, ezért a teljes rendszer entropidja felirhato
S=8SU*, V", n*)+S’(U”,V’, n") (3.8)
alakban, igy annak teljes differencialja az a és 3 alrendszerek entropia-differencidljainak dsszege:
ds = dS“ +dS”’ (3.9)

Az S (U, V, n) fiiggvény teljes differencialjat valtozoi fiiggvényében a

a a K a
ds=| %5 v+ & dve+y, o8 dn +
ou” ). . OV )y e o’ ). e .

B B K B
+(8SﬁJ a’Uﬁ+( asﬂj dVﬂ+2(8Sﬂ] dn? (3.10)
6U V/f,n/f aV U’H,n/f i=1 an Uﬂ,Vﬂ,n//-i[

1

alakban irhatjuk fel. A dV* =dV’ =0 és dn! =dn/ =0 feltételek miatt azonban csak a dU" és

dU” névekménnyel szorzott tagok lesznek zérustol kiilsnbozok, igy az S fiiggvény differencialjat

elegendd ennek a két tagnak az 0sszegeként felirni:
a B
ds = a5 dU“ + a5 du’ (3.11)
oue ). . ou’ ).,

Az els6 tagban szerepld parcialis derivaltrdl a (2.26) egyenlet alapjan tudjuk, hogy az éppen az o

részrendszer hémérsékletének reciproka, 1/7% mig a maésodik tagban szereplé derivalt 1/7%.
Ezeket a fenti egyenletbe helyettesitve a
1 1

= du“ +T—ﬂdUﬁ (3.12)

ds =

Osszefiiggéshez jutunk. Az U= U"“+ U* osszeg allandosaga akkor teljesiil, ha igaza —dU® = dU”

Osszefiiggés. Ennek behelyettesitése utan a

1 1 1 1
dS=——dU" ———dU" = ———|dU” 3.13
T“ T’ [T“ T’ j (3-13)

Osszefiiggést kapjuk. Az S keresett maximumaban a dS differencial értéke zérus. Mivel a dU”
novekmény tetszéleges lehet, ezért a reciprok homérsékletek kiilonbségének kell zérusnak lenni,

amibodl az egyensuly alabbi feltétele kovetkezik:

Tla :Tiﬁ (3.14)

Ez egyuttal azt is jelenti, hogy termikus egyensuly akkor dll fenn, ha a két részrendszer
homerséklete megegyezik. Ez a homérsékletnek a tapasztalatok alapjan elvart tulajdonsaga, ami
1

alatdmasztja azt az Osszefliggést, amely szerint (G_Sj =—-_ A (3.13) egyenlet alapjan ennél
V,n
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tobbet is megtudhatunk a hémérsékletrol. Mieldtt az S fliggvény elérné maximumat, és ezzel a
rendszer egyensulyba jutna, S-nek ndovekednie kell, ezért a dS differencial értéke pozitiv. Ha a

1

(3.13) egyenlet jobb oldalan allo F_T_lﬂ kiilsnbség pozitiv, azaz T”>T" , akkor a dU“

novekménynek is pozitivnak kell lennie, hogy a dS differencidl pozitiv legyen. Ez azt jelenti, hogy
az energia a kényszer megszlinése utani egyensulyhoz kozeledve a magasabb hdmérsékletii 5 al-
rendszerbdl az alacsonyabb hémérsékletli a alrendszerbe keriil at, amig az egyensuly be nem all. Ez
is a hdmérsékletnek egy olyan tulajdonsaga, amelyet kisérleti tapasztalatok alapjan elvarunk attol.
Ez az eredmény tehat megfelel varakozasainknak, de még nem valaszoltuk meg az eredeti
kérdést: mi lesz U”, V', és n® , valamint U”, V¥, és n” ij értéke az egyensuly beallta utin. A merev

# értéke nem valtozhat, Két

fal és a zartsag miatt tudjuk, hogy V' és n* csakigy, mint V¥ és n
mennyiséget kell ezért meghatarozni, U%t és U”-t, amihez két egyenletiink van, igy azok értéke
ennek alapjan kiszamithato:

U= U"+ U” = 4lland6 (3.15)

1
=

1
TO!

w=.ve,n") W*. v’ .n) (3.16)

s

(izentropikus) rendszerekben az energia minimalizaldsa segitségével oldhaté meg. Ezen rend-
szerekben az energia valtozhat, ezért jellemzésiikre az S, V' és n véltozok, valamint az energia alapa
fundamentélis egyenlet alkalmazhato. A kialakult egyensulyt a kiindulési allapotban az a-val jeldlt
alrendszerben igy az S% V“ és n“ valtozok, a 3 alrendszerben pedig az S*, V¥ és n” valtozok
jellemzik (1d. 3.3. abra). A feladat most az, hogy a belso fal hészigetelésének megsziinését kdvetden
kialakulo egyensulyban meghatarozzuk a két alrendszer S% V% n® és S*, V7, n” valtozoinak uj
értékeit.

A feltételek nagymértékben hasonloak az izolalt rendszerben megfogalmazottakhoz: az

osszetétel nem valtozhat, ezért dn® = dn” =0 minden i komponensre nézve. A térfogat is allando

mindkét alrendszerben, ezért dV* =dV” =0. A teljes rendszer izentropikus, (benne az entrépia
nem valtozhat), ezért az S=S5"+ s+ mennyiség allando. A teljes rendszer energidja a
részrendszerek energidinak Osszege. Annak megvaltozdsa egyszerlien felirhat6, mivel az energia

teljes differencialjdban:

a o K (04
av=| Y ase+| Y dve+y. ou dn’ +
8Sa Ve, n* aVa S% . n” ; S*V* n%,

i\ on,

B B K B
+(2gﬂ j as’ +(ggﬁ] av’ +Z( aUﬂ j dn’ (3.17)
Vﬁ,nﬂ Sﬁ,nﬂ n Sﬂ,Vﬂ,n//;.

i=l1 i
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3. Termodinamikai egyensuly izolalt és allandé entrdpiaju rendszerekben

1zentropikus, merev falu, zart rendszer

merev, anyagot at nem eresztd belso fal
kezdetben hészigeteld, majd hovezetd

3.3. dbra. Elrendezés termikus egyensuly szdmitasahoz izentropikus rendszerben. A teljes rendszer
izentropikus, zart és merev fali, az a és f alrendszereket elvalasztd fal a kiindulési
allapotban merev, anyagot 4t nem eresztd ¢és hdszigeteld. A végéllapot termikus
egyensulyanak kialakulasahoz a fal hdszigetelését eltavolitottuk, igy az hovezetové valt.

adn’=dnl =0 é dV* =dV’ =0 feltételek miatt csak a dS névekményekkel szorzott elsd tagok

maradnak meg. Beirva az U-nak § szerinti parcidlis derivaltjai helyébe a megfeleldé hdmérsék-
leteket, a

dU =T“dS* +T" dS” (3.18)
Osszefiiggést kapjuk. Mivel az izentropikus rendszerben az entropia megmarad, ezért a két

valtozasnak egymast kompenzalnia kell, azaz —dS® = dS” . A dS” helyébe — dS*-t helyettesitve az
egyenlet atrendezésével kapjuk azt a dU-t, aminek minimumban zérusnak kell lennie:
du =(1°-17)ds* =0 (3.19)

Mivel a dS novekmény tetszbleges lehet, a 7% — Vi kiilonbségnek kell zérusnak lennie. Ezzel
egyrészt ugyanazt a feltételt kaptuk vissza, mint izolalt rendszerekben: termikus egyensulyban a
hémérsékletek egyenldk. Ezen tulmenden a fenti egyenlet alapjan a hémérsékletek kiilonbozdsége
esetén fellépd hdaram iranyara is kovetkeztethetiink. Mielétt az U fiiggvény elérné minimumat, €s
ezzel a rendszer egyensulyba jutna, U-nak csokkeni kell, ezért a dU értéke negativ. Ha a (3.19)
egyenlet jobb oldalan all6 7" — I* kiilonbség negativ, azaz T* > T* , akkor a dS” novekménynek
pozitivnak kell lennie, hogy dU negativ legyen. Ez azt jelenti, hogy az energia h formdjaban a
kényszer megsziinése utani egyensulyhoz kozeledve a magasabb homérsékletli / alrendszerbdl az
alacsonyabb homérsékletli a alrendszerbe kertil at, amig az egyensuly be nem all.

Az egyensuly beallta utan a merev fal és a zartsag miatt V'* és n* valamint V' és n” értéke

ugyanaz lesz, mint a kezdeti allapotban volt. Az egyensuly leirdsdhoz két mennyiséget kell
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meghatarozni, S%t és S”-t, amihez két egyenletink van, igy azok értéke ennek alapjan
kiszdmithato:
S =S8+ S" = allando (3.20)
Te(s*, v ,n)=T"(5" V" .n’) (3.21)

3.2. Termikus és mechanikai egyensuly

Vizsgaljuk meg a mechanikai egyensuly feltételeit izentropikus rendszerben ugy, hogy a 3.3.
abran lathato teljes rendszert kettéoszto fal a kezdeti allapotban legyen anyagot 4t nem ereszto,
merev ¢€s hdszigeteld, majd sziintessilk meg a hdszigetelést és a merevséget, igy a rendszer
végallapotaban a fal tovabbra is anyagot at nem eresztd marad, de hovezetd és flexibilis lesz. (A
flexibilitast elérhetjiik pl. ugy, hogy ha a teljes rendszer egy henger, az elvalaszté fal pedig abban
egy dugattyu, akkor megsziintetjiik a dugattyt rogzitettségét, ami igy szabadon elmozdulhat.)

A teljes izentropikus rendszerre igaz az entropia allanddsaga, azaz S = S“+ S* allando, ezért
—dS* =dS” . A térfogat is 4llando a teljes rendszer merevsége miatt, ezért —dV* =dV” . A belsd
fal az anyagatmenetet nem teszi lehetdvé, ezért dn” =dn” =0 minden i komponensre. Egyen-

sulyban az energia minimalis, amit a dU =0 feltétellel irhatunk fel. A teljes rendszer
U=U*(S* V" n" + U’ (S*, V*, n”) energidjanak teljes differencialjaban nem kell szerepeltetni
az n;-k szerinti derivéltakat a megfeleld dn; ndvekményekkel szorozva, mivel ez utobbiak a zartsag

miatt mind zérusok. Feltételi egyenletiink ennek alapjan:

a a B Y4
dU:(aUa j dsa{aUaj dV“+(aUﬂ j ds”’ +(8UﬂJ av’ =0 (3.22)
S ) LA o8’ ), s v’ ) s

Helyettesitsiik be a f-val indexelt ndvekmények helyébe az a-val indexelt ndvekmények minusz

egyszeresét, a derivaltak helyébe pedig irjuk be a megfeleld intenziv mennyiségeket:

dU =T*dS* —T?dS* —P*dV* + PPdV® =0 (3.23)
A dS“* és dV” novekményeket kiemelve az egyensuly sziikséges feltétele

au =(1°-17)ds“ —(P* - P")av* =0 (3.24)

alakban irhat6. Mivel a dS” és dV” novekmények értéke tetszéleges lehet, ezért a termikus és
mechanikai egyensuly feltétele a 7%=T" és P“= P’ egyenl6ségek egyiittes teljesiilése. Az elsé
feltételt a termikus egyensuly el6z6 alfejezetbeli targyaldsa soran mar megismertiik. A nyomasok
egyenldsége, mint az egyensuly feltétele a mechanikabol ugyancsak ismerds lehet, inkabb csak
megallapitjuk, hogy a termodinamikai egyensuly feltételébdl ez is kovetkezik — amint azt el is

varhatjuk.
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3. Termodinamikai egyensuly izolalt és allandé entrdpiaju rendszerekben

Az egyensuly beallta utan a zartsag miatt n“ és n’ értéke ugyanaz lesz, mint a kezdeti
allapotban volt. Az egyensily leirdsahoz négy mennyiséget kell meghatarozni, az S, SE v es VP

mennyiségeket, amihez négy egyenletiink van, igy azok értéke ennek alapjan kiszdmithato:

S =5+ S" = allando (3.25)
V=v"+ V" =4llandd (3.26)
Te(s . ve,n®) =T#(S”,V* ,n") (3.27)
Pe(s“.v.n%) = P(S”, V" ,n") (3.28)

A termikus és mechanikai egyensuly feltétele megfogalmazhat6 izolalt rendszerekben is, és a
3.1. alfejezetben leirtakhoz hasonldéan ugyanahhoz a feltételhez vezet: a homérsékletnek és a

nyomasnak az egész rendszerben azonosnak kell lenni.

3.3. Termikus és kémiai egyensuly

Kémiai egyenstulynak azt nevezziik, amikor a kényszerfeltételek megengedik az n;
anyagmennyiségek megvaltozasat is, ¢s az egyensuly ennek figyelembe vételével alakul ki.
Tekintsiikk most ennek a legegyszeriibb esetét izolalt rendszerben, amikor a 3.2. 4bra szerinti
elrendezésben a kiindulési allapot egyensulyanak beéllta utdn a belsé falat nemcsak hdvezetdve,
hanem anyagateresztévé is tessziik, de az egyszerliség kedvéért csak egyetlen anyagfajtara, az i-
edikre nézve. (Az olyan ,,falat”, amely csak egyetlen anyagot enged at szabadon, a tobbire nézve
zart, félig atereszto falnak nevezziik.)

A korébbi eljarasokhoz hasonldan irjuk fel a kiindulési feltételeket. A teljes izolalt rendszerre
igaz az energia allandésaga, ezért fenndll a —dU® = dU” osszefiiggés. A térfogat nem valtozhat a

teljes rendszer és a belsd fal merevsége miatt, ezért dV* =dV” =0. A belsd fal az anyagatmenetet

nem teszi lehetdve, ezért dn| = dnf =0 minden j komponensre, kivéve az i-edik komponenst. Ez

atjarhat a félig ateresztd falon, de a teljes rendszerben a mennyisége nem valtozhat meg, azaz
—dn® =dn” . Egyenstlyban az entropia maximalis, amit a dS = 0 feltétellel irhatunk fel. A teljes
rendszer S=S*(U% V% n®% + S*(U”, V*, n”) entropidjanak teljes differencialjagban nem kell
szerepeltetni a J szerinti derivaltakat a megfeleld dV ndvekményekkel szorozva, mivel azok értéke
zérus. Hasonloképpen nem jelennek meg az n; szerinti derivaltak a megfelel6 dn; novekményekkel
szorozva, mivel ez utdbbiak a rajuk érvényes zartsdg miatt mind zérusok. Feltételi egyenletiinket
ennek alapjan irhatjuk fel, a derivaltak helyébe rogton a megfeleld intenziv mennyiségeket
helyettesitve:

a B
S =—que v L _qur Z B e Z B g (3.29)
T 77 T 77

Hasznaljuk ki a —dU“ = dU” és —dn” = dn/ egyenldségeket, és végezziik el a kiemelést:
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1 1 ut oy’
ds = ——— |dU? —| ———="—"—1dn’ =0 3.30

A dU” és dn” novekmények tetszlegesek lehetnek, igy az egyensuly feltétele az

1 1

F—FZO (331)
a B

MM

F_F_O (3.32)

egyenletek szimultan teljesiilése, ami egyuttal azt is jelenti, hogy egyenstlyban 7% = 7 és u’ = ul.
A hoémérsékletek egyenldsége a kordbban targyalt egyensulyok alapjan természetes. Megallapit-
hatjuk, hogy kémiai egyenstlyra is igaz, hogy az egyensulyban megengedett kdlcsonhatdsnak
megfeleld intenziv mennyiség értéke az egész rendszerben azonos. Ezzel egytttal az Ujonnan
bevezetett kémiai potencial is kdzelebbi jelentést kapott. A (3.30) egyenlet alapjan ennél tobbet is
mondhatunk a kémiai potencialrol. Ha a termikus egyensily mar fennall, azaz 7%= T , akkor az

entropidnak az i komponens atmenete soran novekednie kell az egyensuly eléréséig. Amennyiben

kezdetben u” > 1’ , akkor csak dn® negativ értéke esetén lesz a masodik tag pozitiv. Ebbél az

kovetkezik, hogy a kényszer megsziinése utani egyensulyhoz kozeledve a kémiai komponensek a
nagyobb kémiai potencialti helyrdl a kisebb kémiai potencialu helyre keriilnek at, amig az egyen-
suly be nem all.

Fontos hangsulyozni, hogy amig a mechanikai és a termikus egyensuly feltétele mindossze
egy-egy intenziv mennyiség — a nyomas, illetve a hdmérséklet — azonossaga az egész rendszerben,
addig a kémiai egyensuly feltétele a kémiai potencidlok egyenlésége komponensenként, mindazon
komponensekre vonatkozoan, amelyek szabadon atjarhatnak az egyik alrendszerbdl a masikba.

Az elézdekben a bels6 kényszerfeltételt megvalositd falon keresztiil egyszerre legfeljebb csak
két kolcsonhatast engedtiink meg. Tobb — akar az 0sszes lehetséges — kolcsonhatds megengedése
ezekhez az esetekhez hasonldéan irhatdo le. Minden twjabb kolcsonhatas egy-egy ujabb tagot
eredményez a sz€1s6 értékek feltételeit megfogalmazo differencialokban, igy a feltételi egyenletek
szama kettdvel novekszik, ami lehetévé teszi az adott kdlcsonhatésra jellemzd valtozo értékeinek
meghatarozasat a kialakuld 1) egyenstlyban, mindkét alrendszerben. A figyelmes olvaso azt is
észrevehette, hogy az extrémumfeltételekbdl mindig csak az adott fiiggvény (energia vagy entropia)
teljes differencialjainak zérus értékét hasznaltuk ki. Ebbdl természetesen még nem kovetkezik, hogy

az extrémum maximum-e, vagy minimum. Ennek vizsgalatara késobbi fejezetekben tériink vissza.
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4. Termodinamikai egyensuly egyéb feltételek eseten

Az eddigiekben csak izolalt, és merev, anyagot 4t nem eresztd falii izentropikus rendszerek
egyensulyainak leirasaval foglalkoztunk. Akar az ipari, akar a laboratériumi gyakorlatban sokkal
gyakrabban el6fordulnak az olyan rendszerek, amelyekben a nyomas vagy a homérséklet, vagy
mindkettd alland6. Ezek altaldban folyamatosan energiat cserélnek a kornyezetiikkel térfogati
munka, hd, vagy mindkettd formdjaban. Célszerli ezért a termodinamikai egyensuly feltételeit ilyen
koriilmeények kozott is megfogalmazni. Amint ebben a fejezetben olvashatd, ez a feladat jabb
energia-jellegli mennyiségek bevezetésével oldhaté meg egyszeriien.

A laboratoriumi gyakorlatban az allandé nyomdsu rendszer lehet pl. egy nyitott lombik is,
amelynek tartalma érintkezik a 1égkori nyomasu kiils6 levegével. Allanddé hémérséklet ugyancsak
elérhetdé a kiilsé légtérrel érintkezve, ha az allandé hdomérseklet fenntartasdhoz a kornyezettel
kicserélendd hé olyan kicsi, hogy az egyenstly az alland6 hémérsékletli kiilsé térrel mindig
fennmarad. Az emlitett két esetben a kiilso ,,tartaly”, amely a rendszerbdl energiat vesz fel vagy azt
a rendszernek atad, mikozben a nyomas, a hodmérséklet, vagy mindkettd alland6 marad, végtelen
kiterjedésti. A hOmérséklet vagy a nyomds megbizhatd allanddan tartdsdra azonban altalaban
szabalyozd berendezéseket, termosztatot ill. manosztatot szokas alkalmazni. Ezek segitségével a
hémérséklet és a nyomas nemcsak mérhetd, hanem egyszeriien beallithato is valamely adott értékre,
akkor is, ha a térfogat valtozasa vagy a kicserélendé h6 viszonylag nagy. (Ugyanez az entropiardl
pl. nem mondhat6 el; sem kozvetlen entropia-érzékeld mérdeszkoz, sem egyszerli berendezés az
entropia allandodan tartasara nem létezik, ezért az izentropikus rendszer megvaldsitdsa meglehetésen
bonyolult feladat.) Kivanatos ezért olyan fiiggvények bevezetése, amelyek ezeknek a konnyen
beallithatd valtozoknak a fliggvényében irjak le a termodinamikai rendszert. Amint a fejezet tovabbi

részeibdl kidertil, a megfeleld egyensulyok leirasa egyuttal ilyen fliggvényeket is eredményez.

4.1. Egyensuly allandé nyomasu rendszerekben. Az entalpia

Mivel eddigi ismereteink alapjan pl. zart, merev fall izentropikus rendszerek egyensulyat
tudjuk kezelni, ezért allandé nyomasu rendszer leirdsakor a kdvetkezoképpen jarunk el. A minket
érdeklé termodinamikai rendszert egy olyan tartdlyba helyezziik, amely zart, merev fala és
izentropikus. Az éallandé nyomast az biztositja, hogy a tartalyba helyezett rendszer fala flexibilis,
igy annak nyomésa mindig megegyezik a tartdlyban uralkoddé nyoméssal, ami alland6. Ezt két-
féleképpen érhetjiik el; vagy végtelen nagy tartalyt valasztunk, amelynek nem valtozik meg a

nyomasa, mikozben kompenzalja a belsé rendszer térfogatvaltozasait, vagy a tartadly nyomasat egy
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szabalyozé berendezéssel mindig allanddan tartjuk. Ezt a berendezést manosztatnak nevezzik. Az
egyensuly feltételeinek leirasahoz hasznalt elrendezés a 4.1. dbran lathato.

Az egyensuly feltétele az izentropikus, zart, merev fall tartalyban az energia minimuma. A
teljes rendszer energiaja a tartalyba helyezett rendszer U és a tartaly U energiajanak dsszege', ezért
ennek differencialjaval fejezhetjiik ki a teljes rendszer egyensulyanak sziikséges feltételét:

dU+U")=0 (4.1)

A tartaly energiaja annak merev, anyagot at nem ereszt6 fala és allandé entrépidja miatt csak a

bele helyezett rendszerrel torténd kdlcsonhatas folytan valtozhat meg, aminek a fala csak térfogati

munka cseré¢jét engedi meg, mivel flexibilitdsa mellett izentropikus €és anyagot at nem ereszto:

dU" =—P'dV” (4.2)

izentropikus, merev falt, zart rendszer

(tartaly) \

SV n

anyagot at nem eresztd, izentropikus,
flexibilis belsé rendszer

4.1. dbra. Elrendezés alland6 nyomast izentropikus rendszer egyensulydnak szamitdsahoz
manosztatban. A teljes rendszer (tartaly) izentropikus, merev falu és zart. A tartalyba
helyezett rendszer fala flexibilis, igy annak P nyomésa mindig megegyezik a tartaly
allando P’ nyomasaval.

A tartdlyban 1évo térfogat annak merev fala miatt 4llando, ezért a tartaly térfogatvaltozasa csak a
bele helyezett rendszer térfogatvaltozasinak minusz egyszerese lehet, dV'=-dV'. Mindezek
figyelembe vételével a teljes rendszer energiajanak differencialjat
dU+U")=dU—-P'dV"=dU+P'dV =0 (4.3)
alakban irhatjuk. Hasznaljuk ki a tartaly és a bele helyezett rendszer nyomasainak egyenldségét, azt,

hogy P = P'. Ezzel az egyensuly feltétele

' Az r felsé index a nemzetkozi irodalomban elterjedten hasznalt jelolés, amely a francia reservoir = tartaly széd
kezddbetiije. Megjegyezziik, hogy az ilyen értelemben hasznalt tartaly elnevezésére angolul is a reservoir sz6 szolgal.
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dU +PdV =d(U+PV)=0 (4.4)
alakban irhat6. A P nyomast azért irhatjuk be a differencidlon beliilre, mert allando.

Az egyensulynak a (4.4) egyenletben megfogalmazott sziikséges feltétele azt jelenti, hogy ha
egy manosztatban elhelyezett allando nyomdasu, zart, izentropikus rendszer egyensulyat akarjuk
jellemezni, akkor nincs sziikségiink a manosztat semmilyen adatdira az allandd nyomds ismeretén
kiviil; a manosztalt rendszer egyensulyat az U+ PV fiiggvény minimuma hatdrozza meg. Ezt a
fliggvényt entalpidnak' nevezziik, és fontos tulajdonsigait meghatirozhatjuk az U(S, V, n)
fliggvénybdl kiindulva. A fliggvényt H-val jeloljik, és a (4.4) egyenlet alapjan felirhatjuk annak

H=U+PV (4.5)
kifejezését beirva, H differencialjat az alébbi kifejezés adja meg:
K
dH =TdS—PdV + jdn, + PdV +VdP (4.6)
i=1
A — PdV és + PdV tagok 6sszege azonosan zérus, igy H differencidljara felirhatjuk:
K
dH =TdS+VdP +_ j,dn, 4.7)
i=1
Megallapithatjuk tehat, hogy a H fiiggvény teljes differencialja S, P és az n vektor ndvekményének
fliggvényében adhatd meg, azaz az entalpia egy H (S, P, n) allapotfiiggvény. A H fiiggvény (4.5)
definicidja alapjan az is lathato, hogy beldle az U (S, V, n) fliggvény egyszertien eldallithatd. Mivel
az U (S, V, n)-t megadé egyenlet fundamentalis egyenlet, ezért a H fliggvényt megadd
H=H(S, P, n) (4.8)
is fundamentalis egyenlet, a (4.7) pedig az annak megfeleld differencialis fundamentélis egyenlet.
Ez O6sszhangban van azzal a fenti megallapitassal is, hogy alland6 nyomasu, zart izentropikus
rendszerek egyensulya jellemezheté az entalpiafiiggvény minimumaval. Eszrevehetjiik azt is, hogy

az entalpiafiiggvény fiiggetlen valtozdja a térfogat helyett a nyomas.

4.2. Egyensuly alland6 homérsékletii, allando térfogati rendszerekben.
A szabadenergia

A 4.1. alfejezethez hasonloan allandd6 homérsékletli rendszer leirdsakor a minket érdekld
termodinamikai rendszert egy izentropikus, zart, merev fali tartdlyba helyezziik. Az 4allando
hémérsékletet az biztositja, hogy a tartadlyba helyezett rendszer fala hdvezetd, igy annak
hémérséklete mindig megegyezik a tartdlyban uralkodd6 homérséklettel, ami alland6. Ezt is

kétfeleképpen érhetjiik el; vagy végtelen nagy tartalyt valasztunk, amelynek nem valtozik meg a

' Gorog eredetii elnevezés az energia sz6 mintdjara. Az 6gorog evepyeia [energeia] sz6 rahatast, befektetett munkét
jelent, és az gpyov [ergon] = munka, cselekvés szobol szarmazik. Hasonloan szarmaztathatd a falmog [thalposz] =
melegitd hatas szobol az evfolineia [enthalpeia], ami a befektetett hore utal.
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hémérséklete, mikozben kompenzalja a belsd rendszer entropiavaltozasait, vagy a tartdly
homérsekletét egy szabalyozd berendezéssel mindig allandéan tartjuk. Ezt a berendezést
termosztatnak nevezziik. Az egyensuly feltételeinek leirasdhoz hasznélt elrendezés a 4.2. abran
lathato.

Az egyensuly feltétele a tartaly falain beliil most is a teljes rendszer energiajanak, a tartaly U"
¢s a tartalyba helyezett rendszer U energidja 6sszegének minimuma, ezért ennek differencialjaval

fejezhetjiik ki a teljes rendszer egyensulyanak sziikséges feltételét:
dU+U")=0 (4.9)
A tartdly energiaja annak merev, anyagot 4t nem eresztd fala és allandd entrdpidja miatt csak a

bele helyezett rendszerrel torténd kolcsonhatas folytan valtozhat meg, aminek a fala csak hdcserét

enged meg, mivel merev és anyagot at nem ereszto:

dU" =T"dS’ (4.10)

izentropikus, merev fall, zart rendszer

(tartaly) \

S,vVin

anyagot at nem ereszt6, merev,
hévezetd belso fal

4.2. abra. Elrendezés allandd hdmérsékletii rendszer egyensulyanak szamitasdhoz termosztatban. A
teljes rendszer (tartdly) izentropikus, merev falu és zart. A tartdlyba helyezett rendszer
fala hévezetd, igy annak 7 hOmérséklete mindig megegyezik a tartaly alland6 T°
hémérsékletével.

A tartily a benne elhelyezett rendszerrel egylitt izentropikus rendszert alkot, ezért a tartaly S
entropiavaltozasa ellenkezd eldjellel megegyezik a bele helyezett rendszer S entropiavaltozasaval;
dS =—dS". Mindezek figyelembe vételével a teljes rendszer energidjanak differencialjat

dU+U")=dU+T"dS" =dU-T"dS =0 (4.11)
alakban irhatjuk. Hasznaljuk ki a tartaly és a bele helyezett rendszer hdmérsékletének egyenldségét,
igy T" helyébe irjuk be a vele egyenlé T homérsékletet. Ezzel az egyensuly sziikséges feltétele
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dU-TdS =d(U-T1S5)=0 (4.12)
alakban irhat6. (A 7 hémérséklet dllandosaga miatt bevihetd a differencidlon beliilre.)

Az egyensulynak a (4.12) egyenletben megfogalmazott feltétele azt jelenti, hogy ha egy
termosztatban elhelyezett dallando homérsékletii, dllando térfogatu rendszer egyensulyat akarjuk
jellemezni, akkor nincs sziikségiink a termosztdit semmilyen adatara az alland6 hémérséklet
ismeretén kiviil; a termosztalt rendszer egyensulyat az U — TS fiiggvény minimuma hatarozza meg.
Ezt a fiiggvényt szabadenergidnak nevezzik, és F-el jeldljik':

F=U-TS (4.13)
A TS szorzat differencialjat kifejtve, valamint U differencialjara a (2.22) egyenlet kifejezését beirva
F differencialjat az alabbi kifejezés adja meg:
dF=TdS—PdV+i,uidni—TdS—SdT (4.14)
i1
A TdS és — TdS tagok elhagydsa utan F' differencialjat felirhatjuk
sz—SdT—PdV+i,uidni (4.15)
i1
alakban. A H entalpidhoz hasonléan az F(7, V, n) is allapotfiiggvény, és beldle az U(S, V, n)
fiiggvény egyszeriien eldallithatd. A fenti egyenlet emiatt egy differencialis fundamentélis egyenlet,
amelynek megfelel az
F=F(T,V,n) (4.106)
fundamentélis egyenlet. Ez 0Osszhangban van azzal a fenti megéllapitidssal, hogy 4allando
hémérsékletli és allando térfogatli zart rendszerek egyensulya jellemezhetd a szabadenergia-
fliggvény minimumaval. Eszrevehetjiik azt is, hogy a szabadenergia-fliggvény fiiggetlen valtozoja

az entropia helyett a hdmérséklet.

4.3. Egyensuly allandé nyomasu €s homérsékletii rendszerekben.
A szabadentalpia

Alland6 nyomast és hdmérsékletii rendszert ugy valésithatunk meg, ha annak falai hévezetdk
¢s flexibilisek, és olyan tartdlyba helyezziik el, amely mind a nyomast, mind a hémérsékletet
allanddan tartja. Az egyensuly leirasdhoz ismét valasszuk meg ugy a tartalyt, hogy az merev falu,
izentropikus €s zart legyen, igy egyensulyat a teljes belsd energia minimumaval jellemezhetjiik.

A teljes belsd energia differencialjat az el6z6khoz hasonléan ismét a rendszer U belsd

energiaja és a tartaly U bels6 energidja 0sszegének differencialjaként allithatjuk elS. A ,bels6”

' Az elnevezés a német fieie Energie (angol free energy) név kezdSbetiijébdl ered. A szabadenergiat szokas ezen kiviil
Helmholtz potencidlnak is nevezni, Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894) német orvos és fizikus
tiszteletére. Jelolésére az F' mellett még az A is hasznalatos, amely a szabadon elérheté munka elnevezésbdl, a német
Arbeit = munka sz6 kezddbetiijébol ered.
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rendszer ebben az esetben zart, de térfogati munka és ho kicserélédésére a tartallyal van lehetOség.

Emiatt a tartaly belsd energidjanak megvaltozasa ebbdl a munkdbol és hobdl szarmazhat:

dU" =T'dS" —P'dV’ (4.17)

izentropikus, merev falu, zart rendszer

(tartaly) \

Sr, V r, n r
T, P I———'——.——I
I S, V, n |
B
L 4
\
anyagot at nem ereszt0, hdvezeto,
flexibilis belso fal

4.3. dbra. Elrendezés alland6 hdémérsékleti és allandd6 nyomdsu rendszer egyenstulyanak
szamitasahoz. A teljes rendszer (tartaly) izentropikus, merev falti és zart. A tartdlyba
helyezett rendszer fala hdvezetdé és flexibilis, igy annak 7 hdémérséklete mindig
megegyezik a tartaly allando 7" hdmérsékletével, P nyomasa pedig a tartily allando P
nyomasaval.

A teljes rendszer izentropikus, merev falu és zart, ezért mind az entropia, mind a térfogat benne
allando, azaz fennallnak a dS=-dS" és a dV=—dV" Osszefiiggések is. A teljes belsé energia
differencialjara tehat felirhato:
dU+U")=dU+T'dS" —P'dV' =dU-T"dS+P'dV =0 (4.18)
Mivel a tartdlyba helyezett rendszer hdmérséklete is, nyomasa is megegyezik a tartaly
homérsékletével, ill. nyomasaval, ezért 7" és P" helyébe T és P irhato, az allando T és P pedig
bevihetd a differencialés ala:
dU-TdS+PdV =d(U-TS+PV)=0 (4.19)
Megallapithatjuk tehat, hogy a teljes rendszer energidjanak minimalizalasa egyenértékii a
tartdlyba helyezett allandé homérsékletti és allanddo nyomast zart rendszerben az U— TS+ PV

fliggvény minimalizalasaval. Ezt a fiiggvényt szabadentalpidnak nevezzik, és G-vel jeldljik'. Az

' A szabadentalpia elnevezés a szabadenergiab6l ugyantgy szarmaztathato, mint az entalpia az energiabol. (Ld. a 4.1.
fejezet labjegyzetét.) Szokas még Gibbs potencidlnak is nevezni, kiilonésen az angol nyelvii irodalomban, Joshia
Willard Gibbs (1839-1903) amerikai fizikus tiszteletére. Innen ered G jel6lése is.
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entalpia és a szabadenergia fenti szdrmaztatdsahoz hasonléan errdl is konnyen belathato, hogy a G
fliggvényt megado
G=G(T, P, n) (4.20)
egy fundamentalis egyenlet. A megfeleld differencidlis fundamentélis egyenletet — a G(7, P, n)
fliggvény teljes differencidljat — ugyanis az U — TS + PV definicid alapjan a
K
dG =TdS - PdV +_ pi,dn, — TdS — SdT + PdV +VdP (4.21)
i=1
egyenlettel adhatjuk meg, ami az egymast zérusra kiegészitd tagok elhagyasa utan
K
dG =—=SdT +VdP+_ y,dn, (4.22)
i=1

alakra egyszerisodik.

4.4. Az egyensulyi feltételek osszefoglalo attekintése. Az energiajellegii
potencialfiiggvények tulajdonsagai

Az elézéekben leirtakbol megallapithatjuk, hogy a termodinamika axidmaibdl levonhatd
kovetkeztetések alapjan az egyensulyi allapot meghatarozasa nagyon sokféle médon kezelhetd. Ha
egy adott rendszerben a megoldandd feladat viszonylag egyszeriien megfogalmazhat6, akkor
gyakran célszerli az alrendszerekben a megfeleld intenziv mennyiségek azonossagéat alkalmazni
egyensulyi feltételként. Ez azt jelenti, hogy az adott kdlcsonhatéshoz tartozo intenziv mennyiségek
a j-vel indexelt részrendszerekben (amelyek kozott a szoban forgd kolcsonhatas megengedett)

mindig azonosak:

Termikus egyensulyban: T, =7, Vj (4.23)
Mechanikai egyenstlyban: P, =P, Vj (4.24)
Kémiai egyensulyban: w1, =u,, Vj (4.25)

Erdemes kiemelni, hogy amig egyetlen hémérséklet és nyomas jellemzi a részrendszerek
egyensulyat, addig a kémiai komponensekre kiilon-kiilon teljesiilni kell, hogy minden olyan
részrendszerben azonos legyen a kémiai potencialjuk, amelyek kozott szabadon atjarhat az i
indexszel jelolt kémiai komponens.

Amint a késobbiekbdl kideriil, nem mindig célravezetd az egyensuly feltételeként az intenziv
mennyiségek azonossaga a részrendszerekben. Ilyenkor izolalt rendszerekben visszatérhetiink a
masodik axiomaban megfogalmazott altalanos feltételre, illetve ettdl eltérd kortilmények kozott az
abbol szarmaztatott egyéb termodinamikai potencialfiiggvények, az elézéekben bevezetett U, H, F,

G minimalizalasara. Foglaljuk 6ssze az ezekre vonatkozo6 feltételeket a kovetkezo tablazatban.
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4.1. tablazat. Az egyensuly feltétele termodinamikai potencialfiiggvények extrémumaival kifejezve zart rendszerekben,

kiiléonboz6 koriilmények kozott.

koriilmények az egyensuly feltétele feltételi egyenlet stabilitasi feltétel
, , , . 1 P K y7
U és Vallando | S(U, V, n) maximuma | dS = ?dU +7dV - Z7dni =0 d*S <0
i=l1
K
Sés Vallands | U(S, V, m) minimuma | dU =TdS—PdV +Y_ u.dn, =0 d*U >0
i=1
K
S és Pallandd | H(S, P, n) minimuma | dH =TdS +VdP + Z,uidni =0 d*H >0
i=l1
K
Tés Vallands | F(T, V, n) minimuma | dF =—=SdT —PdV +_ y.dn, =0 d*F >0
i=1
K
Tés Palland6 | G(T, P, n) minimuma | dG =—SdT +VdP+_ u.dn, =0 d>G >0
i=l

A tébldzat alapjdn konnyen Osszehasonlithatok a kiilonb6z6 korilmények kozott jol
alkalmazhat6 potencialfiiggvények. Az U(S, V, n) fliggvényben mindegyik valtoz6 extenziv, és az
extenziv mennyiségek (S, V és n) dllandosaga esetén célszerii alkalmazni az egyensuly jellemzésére.
Ha valamelyik extenziv valtozé helyett az energiafiiggvény ezen valtozé szerinti parcialis derivaltja
allando, akkor az egyensuly jellemzésére célszerlien alkalmazhato fiiggvénynek az adott extenziv
mennyiség helyett a megfeleld intenziv mennyiség lesz a fiiggetlen véltozodja. Az igy kapott
fliggvény az U(S, V, n) fiiggvénybdl un. részleges Legendre transzformdcioval éllithat6 eld. Ennek
részleteivel itt nem foglalkozunk, de a Fiiggelékben megtalalhat6 a transzformacié leirasa.

Erdemes azonban megfogalmazni egy igen egyszerii szabalyt, amelynek segitségével konnyen
megjegyezhetdk a transzformacid eredményeként kapott valtozok, valamint a megfeleld fliggvény
teljes differencidljanak alakja. Ha az U(S, V' n) fiiggvény valamelyik véltozdjat a transzformacid
soran lecseréljiik, akkor az 0j valtozo éppen az lesz, amelyik az U(S, V, n) teljes differencidljaban
az eredeti valtozé szerinti derivalt volt, azaz az adott valtoz6 ndvekményének szorzétényezdje. A
transzformalt fliggvény teljes differencidljadban pedig a szorzétényezdben és a ndvekményben
szerepld valtozok szerepet cserélnek, tovabba az érintett szorzat elSjele is megvaltozik. Igy lesz az S
valtozot és a T derivaltat érintd transzformaciot kovetden T az 1) valtozo, az uj fliggvény teljes
differenciadljaban pedig + 7dS helyett — SdT szerepel. Hasonloképpen cserélddik P-re a V fiiggetlen
valtozo, és az igy kapott 1) fliiggvény teljes differencidljadban a — PdV helyett + VdP jelenik meg.

A fentiek alapjan konnyen azonosithatok a H(S, P, n), F (T, V, n) és G(T, P, n) fiiggvények
derivaltjai is, mivel azok éppen a novekmények szorzotényezoi a teljes differencialokban. Az

alabbiakban 6sszefoglalva felsoroljuk ezeket a derivaltakat.
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A H(S, P, n) fiiggvény derivaltjai: G_H) =T [a—HJ =V oH =,
oS Jp, oP )., on, ).,

Az F(T, V, n) fliggvény derivaltjai: 6_Fj =-5 (6—Fj =—P OF = 1
aT V.,n 6V T,n 8”1 TV.an..

A G(T, P, n) fiiggvény derivaltjai: 8—Gj =-S5 [a—Gj =V oG = U,
6T P,n 6P T,n 6”1’ T Pn...

Természetesen minden derivalt ugyanazon fiiggetlen valtozok fliggvénye, mint az a potencial-
figgvény, amibél szarmaztatjuk. fgy pl. a H fiiggvénybél a w(S, P, n), az F-b6l a (T, V, n), a G-
bol pedig a w;(7, P, n) fliggvény szarmaztathato. E fliggvények értékeként szamithaté kémiai
potencial azonos ugyan az U fliggvény derivaltjaként mar megismert (S, V, n) fliggvénybdl
szamithatd kémiai potenciallal, a megfeleld fiiggvények maguk azonban kiilonbozéek. Hogy ezek
koziil mikor melyiket célszeri hasznalni, az ugyancsak az adott termodinamikai rendszerben

érvényes koriilményektol fiigg.

4.4.1. Munka és hd szamitasa termodinamikai potencialfiiggvényekbdl

Az (egyensulyi rendszer altal végzett) térfogati munka a (2.2) definicio alapjan a — PdV
kifejezés integralasaval, a hé pedig a (2.20) és (2.22) egyenletek alapjan a 7dS kifejezés
integralasaval szamithato. Eszrevehetjilk, hogy mind a —PdV, mind a 7dS kifejezés gyakran
eléfordul a 4.1. tablazat teljes differencialjaiban. Ha olyan koriilményeket valasztunk, amelyek
soran az ezekben szerepld novekmények mindegyike zérus (azaz a megfeleld valtozo értéke
allando), kivéve a dV vagy a dS novekményt, akkor az adott potencialfiiggvény megvaltozasa éppen
a térfogati munkat vagy a hot adja.

fgy pl. a belsd energia (2.22) teljes differencialja alapjan latszik, hogy az U belsd energia
megvaltozasa allando térfogaton és Osszetételnél (dU)y,, = TdS, allandod entropia és Osszetétel
esetén pedig (dU)s,» = — PdV. Hasonloképpen allandé nyomason és Osszetételnél a (4.7) egyenlet
alapjan (dH)p,, = TdS, alland6 homérsékleten és Osszetételnél pedig a (4.15) egyenlet alapjan
(dF)r.n=—PdV.

Vannak olyan koriilmények is, amikor a munka vagy a hé nem fejezhetd ki egyetlen
potencialfiiggvény megvaltozasaval, de szamitdsa az adott koriilmények kozott mégis egyszerd.
Ilyen pl. a h6 szamitasa allandé hémérséklet mellett bekovetkezd valtozasokra. Ilyenkor az allando
T homérseklet kiemelhetd az integraléds elé, és véges valtozasokra a 7dS kifejezés integralja TAS
lesz, mivel elegendd az S fiiggvény integraljat (AS-et) az allandd 7-vel megszorozni. A TAS szorzat

a hoémérséklet allandosdga miatt A(7S) alakban is irhatd, ez pedig az F fiiggvény (4.13)

crer
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megvaltozasainak kiilonbségeibdl is szamithatdé. Hasonloképpen egyszerlisodik a munka — PdV
kifejezése allandd nyomason, ahol az integralas eredménye — PAV alakban irhaté fel. A nyomas
allanddsaga miatt, valamint az entalpia (4.5) definicidja alapjan ez is szamithato AU — AH alakban

is. A fentieket 6sszefoglalhatjuk az alabbi tdblazatban.

4.2. tablazat. A munka ¢és a h0 szamitasa zart, kémiailag inert rendszerekben termodinamikai potencialfiiggvények és

allapotvaltozok egyszert kiilonbségeivel kifejezve kiilonboz6 koriilmények kozott.

valtozas feltétel munka hé
izentropikus dS=0 AU 0
izobar dP=0 —PAV=APV)=AU-AH AH
izoterm dT=0 AF TAS = A(TS) = AU - AF
izochor dV=20 0 AU

A tablazatbol lathato, miért nevezhetjiik az U belsd energiat adiabatikus munkanak, vagy a H
entalpiat izobar honek. Ezeket a tulajdonsdgokat a termodinamikaban nemcsak a hd és a munka
szamitdsa soran hasznaljak ki, hanem a termodinamikai potencialfiiggvények, azokon keresztiil
pedig konkrét termodinamikai rendszerek (anyagok) fundamentdlis egyenletének mérésekkel
torténd meghatarozasa soran is. Tudjuk, hogy egyenstlyi rendszerekben az allapotfiiggvények
megvaltozasa fliggetlen att6l, hogy milyen valtozasokkal jutunk el a kezdeti allapotbol a
végallapotba. Emiatt a tabldzatban szerepld valtozasok szerint szamithatunk tetszdleges
koriilmények kozott kicserélt munkat vagy hot, ha az adott megvaltozas helyett a tablazatban
szerepld feltételek szerinti, egymast kovetd valtozasokkal helyettesitjiik a kezdeti allapotbol a

végallapotba jutast.

4.4.2. Az entropia €s az energiajellegii potencidlfiiggvények szamitasa mérhetd
mennyiségekkel

Az 2.1.1. alfejezetben lattuk, hogy a belsé energia megvaltozdsa munka mérésével meghataroz-
hato. Az axiomakbol az is kideriil, hogy az entropia egyértelmii; annak nemcsak valtozasa, hanem
abszolut értéke is meghatarozott. Egyelére nem tudunk azonban semmit arrél, hogyan lehet
kiilonb6z6 anyagi rendszerekben megmérni az entrdpiat. Amint a fundamentalis egyenletek kapcsan
emlitettiik, azok csak ritka esetben hozzaférhetok zart alakban, legtobb konkrét rendszer esetén
kisérletileg kell ket meghatarozni. A megfeleld kisérleteknek természetesen elvégezhetének kell
lenni, azaz mérésekkel viszonylag egyszerlien hozzaférhetd mennyiségeket kell meghatarozni.
Miel6tt a potencialfiiggvények kiszamitasara ratérnénk, ismerkedjiink meg a felhasznalhaté mérhetd

mennyiségekkel.
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A 44.1. alfejezet tablazata alapjan hdatadassal kapcsolatos mérhetd mennyiségeket

definidlhatunk. Allandé nyomdson mért moldris hékapacitdsnak nevezziik a kovetkezd

mennyiséget:
1 1 (oH
¢ = _(5_Q] _ _[a_j (4.26)
n\aorl )., n\oTl ),
Allandé térfogaton mért molaris hékapacitisnak nevezziik a kovetkezé mennyiséget:
1 1
. = _[a_Qj _ _(a_uj (4.27)
n\orl ),, n\0dTl ),

A fenti definiciokban a (dQ), , =7(dS), ,, illetve a (dQ),, =T(dS),, a rendszer altal felvett ho

parcialis differencialja, ami allapotfiiggvény. A megfeleld kisérletekben az adott rendszer &ltal
felvett hot kell mérni, valamint az azt kiséré homérsékletvaltozast. Elegendden kis hdmérséklet-
tartomanyban a derivalt értéke a homérséklettel csak elhanyagolhatd mértékben valtozik, igy a
felvett ho és a hdmérsékletvaltozas hanyadosa éppen a derivalt értéke. A parcidlis differencidlok
entropidval torténd értelmezése alapjan a moléris hokapacitasok definicidja megfogalmazhato az

entropiafiiggvénnyel is:

¢, = l[a_sj (4.28)
n\oT )p,
¢ = l(a_sj (4.29)
n\aorl ),,
A hotagulasi egyiitthato az
o= L(a_V] (4.30)
yv\or ),

egyenlettel definialhaté. Ennek meghatirozasdhoz elegendé a térfogatot mérni a homérséklet
fliggvényében, allandé nyomdason.

Az izoterm kompresszibilitds a

K = —%(Z—ZJM (4.31)
egyenlettel definidlhaté. Meghatarozésa a térfogat mérésével lehetséges a nyomads fliggvényében,
allandé homérsékleten.

Tudjuk, hogy egy egyszerii rendszer szabadsagi fokainak szama K + 2. Ha azonban az
Osszetételt nem engedjiik valtozni — azaz a vizsgalt rendszerben az n,, ny,... ng anyagmennyiségek
aranya allandé —, akkor elegendd a komponensek anyagmennyiségének Osszegét megadni, ami
allando Osszetétel mellett a rendszer kiterjedését is meghatarozza, és emellett akar két fiiggetlen

intenziv valtozo elegendé a rendszer allapotanak egyértelmii leirasahoz. Allandd Gsszetételii
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rendszerekben ezért elegendd a fentebb definialtak koziil harom fiiggetlen mennyiség megadasa.
Azt is konnyen belathatjuk a definiciok alapjan, hogy a cp, a és xy mennyiségek eldallithatok
potencidlfiiggvények masodik derivaltjaiként. Mindhdrom derivélt a P, T ¢és n valtozok fiiggvénye,

amelyek a G szabadentalpia természetes valtozoi. A 4.4. alfejezetben felsorolt derivaltak kozott

V:(ﬁ—G) ésa _S:(G_G)
ap T,n aT P,n

derivaltakat, amiknek alapjan felirhatjuk:

valoban megtalaljuk a

2
. El(a_sj =_1( 0 (fj (4.32)
n\aoTl ), n\or:),,
2
aEL[‘?_V] _1[ o6 (4.33)
v eor),,~ v\arep |
2
KTE—i(a—V] __L]2G (4.34)
vier ).,  vier),

A G(T, P, n) fiiggvény fenti harom masodik derivaltja igy rendre felirhato —ncp/T, aV és —xrV
alakban is, amikbdl integralassal kiszamithat6 a G (7, P, n) fiiggvény.

A termodinamikai potencialfiiggvények derivaltjai kozott fennalld Osszefiiggések kihasznala-
saval cp €és o ismeretében az entropia is kiszdmithaté a hdmérséklet és a nyomas fliggvényében.
Ennek belatasahoz induljunk ki a formalis

ds = (a_s} dT+(6—Sj dP (4.35)
aT P,n aP T,n

egyenletbdl, amely zart rendszerekre vonatkozik, igy az azonosan zérus dn; ndvekményeket
tartalmazo tagokat eleve elhagyjuk. A (4.28) definici6 alapjan a T szerinti derivalt felirhatd

(a_sj =L (4.36)
or )p, T

alakban. Az o hoétagulasi egylitthatd — amint fentebb belattuk — a G(T, P, n) fliggvény masodik
vegyes parcidlis derivaltja, a derivalas pedig elészor P szerint, azutan 7T szerint végzendo.
Tobbvaltozos fiiggvények vegyes parcidlis derivaltjaira érvényes Young tétele, amely szerint a
kiilonb6z6 sorrendben képzett derivaltak azonosak. (Az ezen alapuld Osszefliggéseket a
termodinamikdban Maxwell relacioknak nevezziikk, amelyek sok esetben segitenek konkrét
problémdk megolddsaban. Az F1 filiggelékben részletesebben is olvashatunk errdl.) A tétel

alkalmazaséval felirhatjuk:

2 2
(G_Vj _[ 066G ) _[ oG :_(G_Sj (4.37)
or J,, \eror ) ~\oper | oP),,
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Ebbdl és a hétagulasi egyiitthato (4.30) definiciojabol azt kapjuk, hogy

(a_sj =—aV (4.38)
oP ),

A két derivaltat a (4.35) egyenletbe helyettesitve az alabbi differencidlegyenletet kapjuk:

ne,

ds =

dT — aVdP (4.39)

Az entropia ebbdl integralassal hatarozhatd meg:

BT
S,(T,. P.n) = Sy(Ty. Bum)+ | (”;P dT—anPj (4.40)

Py, T,

Mivel az S(7, P, n) allapotfiiggvény, ezért az integralas az alabbiak szerint is elvégezhetd:

h, Py h, B
S,(T,.B.m) = S,(T,. Byom)+ | “2-dT— [avap (4.41)
TO’PU TI’P(J

Tudjuk, hogy az entrdpia érteke 7= 0 K hémérsékleten barmely egyenstlyi rendszerben zérus, ezért
ha a molaris hékapacitast ismerjiik 0 K és valamely 77 hdmérséklet kozott, a hdtagulasi egylitthatot
pedig a kivant nyomastartomanyban, akkor a fenti egyenlet alapjan az entrdpia értéke mérési
eredményekbdl kiszamithato.

Erdemes megjegyezni, hogy ha egy Osszefiiggésben cp helyett cj-re lenne sziikség, akkor a
derivaltak kozotti Osszefliggés és a fenti eredmény felhasznédldséval azt konnyen megadhatjuk.
Hasznaljuk fel ehhez a cy (4.29) definiciojat, a benne szerepld (0S5/07)y derivaltat pedig irjuk fel az
S(T, P) fiiggvény teljes differencialjara fentebb kapott (4.39) Osszefliggés alapjan a lancszabaly

alkalmazasaval az alabbi alakban:

( 0 ) =2 ( or ) - aV(a—Pj (4.42)
orT ), r \oT ), oT ),
A (0T/0T)y derivalt azonosan 1 1évén elhagyhato, igy c¢j-re felirhatjuk:
¢y = l[é—S] =cp— arv (d—P] (4.43)
n\oT ), n dT ),
Szokas ezt a két molaris hokapacitas kiilonbségeként felirni:
alV ( dP
Cp—Cy = — 4.44
o (L) (444

Ennek az egyenletnek fontos szerepe van allapotegyenletek un. kompatibilitasi feltételeként. Mivel
minden anyagra érvényes, ezért barmely allapotegyenletnek rendelkeznie kell ezzel a tulaj-
donsaggal. A (OP/0T)y derivalt nem konnyen megmérheté mennyiség, de azt a ciklikus szabaly

alkalmazasaval kifejezhetjiik mas derivaltakkal, amelyek mérhetd mennyiségeket hatdroznak meg:

BAGr e
orT ), oTr ),/ \ oP ), -Vk, K,
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Ezt a (4.44) egyenletbe helyettesitve a

2
¢p—c, =21V (4.46)

nK;,

Osszefliggéshez jutunk, amiben mar csak mérhetdé mennyiségek szerepelnek. Idedlis gazokra a

PV =nRT allapotegyenlet alapjan

1(oV nR 1 . 1(oV nRT 1
O0=—|—| =——=— €5 K, =—— =——=— (4.47)
v\er ), PV T V\epP ), PV P

Ezt behelyettesitve, és ismét felhaszndlva az allapotegyenletet idedlis gdzokra az aldbbi Ossze-

fliggést kapjuk:

1 TVP PV _
7% n nT

R (4.48)

Cp—Cy

Fontos hangstlyozni, hogy a cp—cy=R 0Osszefiiggés csak idedlis gdazokra érvényes; viszont

altalaban minden anyagra alkalmazhat6 a (4.46) 0sszefiiggés.

4.4.3. Termodinamikai mennyiségek szamitasa fundamentélis egyenlet alapjan

A korabbiakban tobbszor emlitettiik, hogy barmely fundamentalis egyenlet ismerete elegendd

az altala leirt termodinamikai rendszer minden allapotdnak meghatarozasahoz. Ezt itt példaképpen a
G=G(T,P,n) (4.49)

fundamentalis egyenlet ismeretének feltételezésével szemléltetjilk, megmutatva, hogy abbdl minden
termodinamikai tulajdonsag kiszamithat6 a rendszer barmelyik allapotéban.

A fenti fundamentalis egyenletben megadott G fiiggvény fiiggetlen valtozoi a T hémérséklet, a
P nyomas és az n = (n, ny, ..., ng) anyagmennyiség-vektor. Az dsszes lehetséges egyensulyi allapot
jellemzéséhez tehat azt varhatjuk el, hogy a 7, P, n valtozok barmely értéke mellett meg tudjuk adni
a G értékén kivill az Osszes egyéb termodinamikai mennyiség értékét is. Ehhez mindossze a
G (T, P, n) fiiggvény derivaltjainak, valamint a H, F és G fiiggvények definicidinak ismeretére van
szlikségiink.

Az S(T, P, n) entropiafiiggvény a (4.22) egyenlet értelmében eldallithatd

S= —(6—GJ (4.50)
or )p,
alakban. A térfogat a V' (7, P, n) fliggvénybdl hatarozhat6 meg, amelyet a
- (a_GJ 4.51)
oP ).,

derivaltfliggvény alakjaban kaphatunk meg. Ezek ismeretében a G=U+ PV —TS 0Osszefiiggés
alapjan kifejezhet6 az U(T, P, n) energiafiiggvény:
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U = G—P(a—Gj —T(a—GJ (4.52)
oP ); . oT )p,
Hasonloképpen, a H és az F fiiggvények (4.5) és (4.13) definicioi alapjan kifejezhetjiik a megfeleld
fliggvényeket
H= G—T(a—Gj (4.53)
8T Pn
F = G—P(a—GJ (4.54)
aP P

Amint a (4.22) egyenlet alapjan lathatd, a yw; (7, P, n) kémiai potencialfiiggvény is egyszeriien
adodik a G(T, P, n) fliggvény derivaltjaként:

4 = {a_c;j (4.55)
ani T.P.njui

A G(T, P, n) figgvény ismeretében a mérhetd mennyiségek (a, xr és cp) is konnyen
szamithatok a fliggvény masodik derivaltjaiként. (Ld. (4.32), (4.33) és (4.34) egyenlet.)

A fenti példdhoz hasonloan barmely fundamentalis egyenletbdl kiindulva eldallithatjuk az adott
termodinamikai rendszer tetszOleges allapotvaltozdjanak értékét a fundamentélis egyenletben

szereplo fliggetlen valtozok meghatarozott értékeinél.

4.5. Redlis gazok, folyadékok ¢és szilard testek allapotegyenletei

Az anyagok sokfélesége nehezen teszi lehetévé altalanos érvényli allapotegyenletek megfo-
galmazasat, ezért a gyakorlatban sok tapasztalati Osszefliggés terjedt el, amelyek bizonyos
anyagfajtdk csoportjaira valamely adott hdmérséklet- és nyomastartomanyban altalaban jo kozeli-
tést adnak. Gazok leirasara az egyik legegyszerlibb modszer a (2.39) idedlis gazegyenlet alakjanak
megtartdsa, amibe az érvényesség érdekében egy kompresszibilitdasi tényezonek nevezett Z
korrekcids tényezdt irnak be. A kompresszibilitasi tényez6 a (2.39) idedlis gazegyenletbdl kiindulva
a kovetkezoképpen szarmaztathatd. Az egyenletet 1 mol gazra felirva a molaris térfogatot

_RT

Via P (4.56)
alakban irhatjuk. Ennek alapjan idealis gazokra felirhat6 az
RT _, (4.57)
Pvy

azonossag. Ha realis gazokat akarunk leirni, ez az azonossag nem érvényes. Fejezziik ki az eltérést
az idealis gaz viselkedésétdl a

_RT

7 ="
Pv

(4.58)
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hanyadossal, ami éppen a kompresszibilitasi egyiitthatd. Ezt felhasznalva felirhatjuk a

RT , RT
=—— ¢sa P=——
ZP Zv

v (4.59)

allapotegyenleteket. Ez a megoldas azonban csak latszolag egyszerli, mivel a Z kompresszibilitasi
egylitthatd mind a nyomadstol, mind a hdmérséklettdl fiigg, amely fliggés implicit mdédon benne
rejlik az amugy tovabbra is egyszeriinek tiind egyenletben. Konkrét szdmitasokhoz a Z egyiitthatd
értéke kiilonbozo gazokra tablazatos forméaban hozzaférheto.

Gazok termodinamikai leirdsara altaldnosan hasznalatos az Un. viridlegyenlet, amely nem mas,
mint az allapotegyenlet egyfajta sorfejtése. Ha az idealis gdz P/T= R/v mechanikai allapot-
egyenletét ugy tekintjiik, mint egy 1/v szerinti Taylor-sor elsd tagjat, akkor a sor az 1/v

fliggvényében magasabb rendii tagokkal a

£=£[1+£+%+..) (4.60)

T v v o

alakban is folytathato. Kis atrendezéssel észrevehetjiik, hogy ezt eredetileg a
i=1+£+£2+... (4.61)
RT v v

kifejezés 1/v szerinti hatvanysoraként irtak fel. Ennek oka az volt, hogy az elézéekben leirt
Z = Pv/RT komresszibilitasi egyiitthatd érzékenyen jelezte az eltérést idealis gazok viselkedésétol,
hiszen annak értéke idedlis gazban azonosan 1, ezért ezt a mennyiséget szamitottdk ki gyakorlati
célokra. Ez a torténeti oka annak, hogy a (4.60) viridlegyenlet' éppen ebben az alakjéban

hasznalatos. A viridlegyenletet

RT B C
P=—— 1+—+—2+... (462)
v v v

alakban irva a nyomast lehet kiszdmitani a térfogat és a hdmérséklet fiiggvényében. Ha a feladat a
molaris térfogat szamitasa a nyomas és a hdmérséklet fliggvényében, akkor hasznéalatos még a

v:R—PT+B+C'P+... (4.63)

alak is, amit ugyancsak viridlegyenletnek neveznek. A B egyiitthaté ebben azonos a nyomasra felirt
sorfejtésben szerepld B egyiitthatdéval, a C' azonban kiilonbozik C-tdl, de B és C ismeretében
kiszamithato. A B egyiitthatd neve masodik virialegyiitthato, mig C-t harmadik viridalegyiitthatonak
nevezzik. (Az ,elsé viridlegyiitthat6” a konstans 4 = RT/v lenne.) Néha haszndlatosak a D, E,
stb... magasabb viridlegyiitthatok is, amennyiben nagyobb pontossag elérése kivanatos a szamité-

sokban. Nyilvanvalo, hogy tetszoleges pontossag érhetd el, ha a Taylor sor megfeleléen magas

' A viridlegyenlet és az abban szerepld viridlegyiitthatok elnevezése a latin vis = eré sz6 szarmazéka (amelynek tove
atvaltozhat vir-re), és arra utal, hogy az eltérés okai az idedlis gaz allapotegyenletétdl a molekuldk kozott hato erdk.
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fokszamu tagjaig megadjuk a viridlegyenletet. Szobahémérséklet kornyékén a madasodik virial-
egyiitthato a legtobb gazra mar jo kozelitést ad.

A termodinamikéban a viridlegyenlet azért hasznéalhat6 jol, mert pl. az f molaris szabadenergia

f=f“’+RT(£+ Cz +j (4.64)
v 2

v

soraban szerepld B, C, stb. egyiitthatok megegyeznek a (4.60) viridlegyenlet egyiitthatoival. Ez az

f(T,v) fiiggvény v szerinti derivalasaval konnyen belathato:

(8fj :[ af“J +RT(—£2— 2¢ +j (4.65)
ov ), v ), veo 2v

Tudjuk, hogy az f fliggvény v szerinti derivaltja — P, az idealis gdz nyomadsat (a jobb oldali els6

tagot) pedig irhatjuk — RT/v alakban. Ennek megfelelden atirva az egyenletet a
o RT_H (B C) w66)

Osszefiiggéshez jutunk, ami megegyezik a 4.62 egyenlettel. Mivel a molaris szabadenergia fenti
kifejezése egy fundamentalis egyenlet, ezért abbol minden termodinamikai mennyiség megadhato a
térfogat és a homérséklet fliggvényében, ha ismerjiik a viridlegytitthatokat.

Fontos megjegyezni, hogy a viridlegyltthatok homérsékletfiiggoek. Ez a tulajdonsaguk
természetesen csokkenti altalanossagukat a gyakorlati alkalmazhatsag szempontjabol.

A kordbban bemutatott van der Waals allapotegyenleten és a viridlegyenleten tilmenden a
miiszaki gyakorlatban igen sok empirikus allapotegyenlet hasznalatos kiilonb6zd célokra. Ezek
legtobbje a van der Waals egyenlethez hasonlod felépitésii, csak a konstansok szerepében és
szamaban kiilonboznek.

Mind a van der Waals allapotegyenletben, mind a viridlegyenletben szerepl6 allandok (a, b, B
¢s C) anyagfiiggok, azaz minden anyagra kiilonboznek. Hasonld a helyzet az emlitett egyéb
allapotegyenletekkel is. A van der Waals allapotegyenlet a és b allandoi rdadasul a nyomastol is
fliggnek, ezért adott anyag esetén is csak korlatozott nyomdstartomanyban hasznalhatok ugyanazok
a konstansok. Felmeriilhet a kérdés, hogy nem létezik-e olyan dltaldnos allapotegyenlet realis
gazokra, amely Osszefiiggést teremtene az egyes anyagok van der Waals alland6i vagy virial-
egyiitthatoi kozott. Erre a kérdésre a molekularis leirasbol kiinduld statisztikus termodinamika adja
meg a kielégitd valaszt, de azzal egyenértékli megoldast kisérleti adatok alapjan mar régebben,
makroszkopikus megfontolasokbdl is javasoltak. Amint a fazisegyenstlyok targyaldsanal (7.2.
alfejezet) latni fogjuk, tiszta anyagok esetén létezik egy legkisebb homérséklet, amely felett nem
létezhet folyadék, csak gaz. Ezt a T, homérsé€kletet kritikus homérsékletnek, a megfeleld P,
nyomast kritikus nyomdasnak, a v, molaris térfogatot pedig kritikus molaris térfogatnak nevezziik.

Az emlitett mennyiségek kisérleti meghatarozédsa sordn azt tapasztaltak, hogy a Z, = PeVer/ RT o
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kritikus kompresszibilitas igen jo kozelitéssel a legtobb gazra azonos. Ha eltekintiink pl. a viz 0,23
¢s az ammonia 0,24 értékétdl (tovabba sok mas, polaros anyagtol), akkor a kritikus kompresszi-
bilitas értéke kb. 0,27. Ez azt jelenti, hogy a P, kritikus nyomas, a T, kritikus hdmérséklet és a v
kritikus molaris térfogat nem fiiggetlenek egymastol; koziiliikk kettd ismeretében a harmadik
meghatdrozhatd. A kisérleti tapasztalat alapjan a kritikus adatokra vonatkoztatott Un. redukalt
mennyiségek fliggvényében anyagtol fliggetlen allapotegyenlet irhat6 fel két paraméter segitségével.
Vezessiik be ehhez a

P=——, T =" & v= (4.67)

redukalt mennyiségeket. A kritikus nyomas ¢és a kritikus homérséklet ismeretében kiszamithatd a
kritikus molaris térfogat, ezekkel pedig felirhaté egy ,altalanosan érvényes” allapotegyenlet:
P, =RT:. Ezt nevezziik a megfelelo dllapotok tételének.

A megfeleld allapotok tétele szerint gazok allapotegyenlete jo kozelitéssel leirhaté minddssze
két, anyagtol fliggd paraméter ismeretében. Ennek okét a hatterében 1évé molekularis kép alapjan
érthetjik meg. A molekuldk kozott igen rovid hatotavolsagu taszitderk miitkodnek, amik a
molekuldk atmérdjétdl fiiggnek, valamint hosszabb hatotavolsagii vonzoderdk, amik a tavolsag
hatodik hatvanyaval forditottan aranyosak. A két meghatarozd paraméter ezért a molekuldk
kiterjedése, valamint a vonzoerdk leirasaban szerepld konstans, amivel a tdvolsag minusz hatodik
hatvanyat kell megszorozni. Ez a két ,,szabadsagi fok” jelenik meg a makroszkopikus leiradsban is.
Az, hogy ez az Osszefiiggés csak kozelitd, arra vezethetd vissza, hogy a molekulak szerkezete is
hatéssal van a koztiik hato erdkre, ami tilmutat a vazolt egyszerli képen.

Erdekes egybevetni az ugyancsak kétparaméteres van der Waals egyenletet a megfeleld
allapotok tétele szerinti kétparaméteres egyenlettel. Utobbiban kritikus mennyiségek szerepelnek.
Ha felirjuk a van der Waals allapotegyenletet a megfeleld redukalt mennyiségekkel, majd a kritikus
értekek helyébe beirjuk az a és b paraméterek fiiggvényében a van der Waals egyenlet alapjan
szamitott kritikus értékeket (1d. 7.2. alfejezet), akkor az aldbbi 0sszefliggést kapjuk:

P = 87, 3 (4.68)

T 3v. -1 v}

T

A fenti egyenletet is tekinthetjiik a megfelelé allapotok tétele szerinti egyik altalanos allapot-
egyenletnek. A benne szerepld P és T; redukalt valtozok ugyan tartalmazzak az adott anyag kritikus
allapotjelzdit, de azok behelyettesitése utdn az allapotegyenlet mar altalanos érvényl. Ennek
megfelelden azt is mondhatjuk, hogy a kétparaméteres van der Waals allapotegyenlet egy alternativ
alakjat irtuk fel, amelyben az a és b konstansok helyett a kdzvetlenebb fizikai jelentéssel rendelkezd

kritikus adatok szerepelnek.
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Kondenzalt anyagok — folyadékok ¢és szilard testek — viselkedése egymashoz sok szempontbol
hasonl6, de jelentdsen kiilonbozik a gazokétol. (Ez alodl csak a kritikus allapothoz kozeli folyadék a
kivétel, ahol az még inkabb a gazokhoz hasonlit.) Gézokban az izoterm kompresszibilitas
kozelitéleg forditottan ardnyos a nyomassal, amit idedlis gdzra konnyen belathatunk:

KTE_L(a_Vj __ P G(nRTj:_P(ﬁ(I/P)J _ 1 (4.69)
v\ep )., nRT oP\ P oP )., P

Folyadékok és szilard anyagok esetében a kompresszibilitas egyrészt sokkal kisebb, mint gdzokban,
masrészt a nyomastol csak igen kis mértékben fligg. J6 kozelitéssel igaz ezért a

_L(a_”} = 1, = dlland (4.70)
vior ),

Osszefiiggés, amelynek integralasaval a
V=Ve"*" 4.71)

allapotegyenletet kapjuk. (Ezt belathatjuk ugy, hogy a fenti V' fliggvényt derivalva P szerint
visszakapjuk a — x7 V kifejezést.) Az egyenletben V), a térfogat hatarértéke az adott hdmérsékleten,
zérus nyomdson. Ha kihasznaljuk, hogy az atmoszférikustél nem nagyon eltéré6 nyomasokon
krP <1, akkor az exponencidlis fliggvény helyébe elséfokti Taylor sorat irhatjuk (mivel a
magasabb fokszamu tagok elhanyagolhatoan kicsik). A molaris térfogatra igy a

v=v,(l-x, P) (4.72)
allapotegyenletet kapjuk. Allandé hémérsékleten és valtozatlan osszetétel mellett a kémiai potencial

a nyomas fliggvényében a vdP kifejezés integralasaval szamithato (1d. (6.31) egyenlet):
P
u(T,Py= gy +[vdp (4.73)
0

ahol o a kémiai potencial hatarértéke az adott hdmérsékleten, zérus nyomason. Elvégezve a fenti

allapotegyenlet integralasat, a kémiai potencialra a kdvetkezd kifejezést kapjuk:
P
/12/10+VOJ.(1—KTp)dp=,uO+VOP(1—1/2KTP) (4.74)
0

(vo itt a molaris a térfogat hatarértéke az adott hdmérsékleten, zérus nyomason.) Folyadékok és
szilard testek kompresszibilitdsa olyan kicsi, hogy a fenti kifejezésben 4ltalaban a xyP tag is
elhanyagolhat6.

A molaris szabadenergiat a kémiai potencialbdl az f= u — Pv 0sszefliggés alapjan szdmithatjuk,

ami a fentiek felhasznalasaval az
f=p, +%Kk, P, (4.75)
eredményre vezet. A masodik tag altaldban itt is elhanyagolhato.

A molaris térfogat hdmérsékletfiiggését a
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= a,v, (4.76)

Osszefliggéssel szamithatjuk, amelyben oy a hoétagulasi egyiitthatd hatarértéke zérus nyomadson.
Mivel kondenzalt fazisokban a értéke rendkiviil kicsi (kivéve a kritikus pont kdzelében), ezért a vy
molaris térfogat is jo kozelitéssel hdmérsékletfiiggetlennek tekinthetd. A kritikus homérséklet alatt
kondenzalt fazisok molaris térfogata a 10—100 cm’/mol nagysagrendbe esik. Atmoszférikus
nyomas kozelében az ebbdl szamithatdé Pv szorzat 1-10 J/mol koriili energiat jelent, ami
elhanyagolhat6 a tobb nagysagrenddel nagyobb kémiai potencidlhoz és molaris szabadenergidhoz
képest. Emiatt kondenzalt fazisokban nincs jelentds kiilonbség a szabadentalpia és a szabadenergia,
illetve az entalpia €s a belsO energia molaris értékei kozott.

A kémiai potencidl hémérséklet szerinti parcialis derivaltja a molaris entropia, amit a (4.74)

Osszefiiggésbol kaphatunk:

du,
dT

§=- —aPv,(1-"x,P) (4.77)

Az > kr P tag nem tul nagy nyomadson itt is elhanyagolhato, igy a molaris entropidra jo kozelitéssel
alkalmazhato6 az

du,
=———"—-qaP 4.78
S AT Vo ( )

Osszefiiggés. EbbOl a h = u + Ts 6sszefiiggés alapjan felirhatjuk a moldris entalpiét is, amihez a -t a

(4.74) egyenletbdl helyettesithetjiik be:
e du, .
—ﬂO—T—dT +Pv,(1-"%2x,P—al) (4.79)

A korabbi érveléssel Osszhangban altalaban ebben a kifejezésben is elhanyagolhatdo a Pvy-t
tartalmazd utolso tag.

Kondenzalt fazisok tulajdonsagaira az itt leirtak altalanosan érvényesek, de a benniik szerepld
paraméterek (a, k7, vo, to, Stb.) természetesen anyagfiiggdk. Konkrét anyagokra, vagy az anyagok
egyes csoportjaira érvényes allapotegyenleteket ¢s fundamentalis egyenleteket altalaban statisztikus

termodinamikai szamitasok alapjan szokas megallapitani.

4.5.1. Readlis gazok kémiai potencialja €s a fugacitas

Redlis gazok kozvetlen felhasznaldsra alkalmas allapotegyenleteiben nem, de szabadentalpia
alapt fundamentalis egyenleteikben gyakran szerepel egy mennyiség, amely ugyancsak egy forma-
lis egyszeriisités kdvetkeztében keriilt bevezetésre, hasonldan a Z kompresszibilitasi egyiitthatohoz.
Ennek értelmezéséhez irjuk fel a (4.22) egyenlet szerint a G szabadentalpia teljes differencialjat
egykomponensii rendszerre (azaz tiszta anyagra):

dG =—SdT +VdP + udn (4.80)
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Ennek alapjan lathato, hogy tiszta anyagban a kémiai potencial éppen a
ﬂ:(_an (4.81)
on Jr p
derivalt. A G szabadentalpia a g molaris szabadentalpidval G = n g szorzattal adhatd6 meg, amibdl
kovetkezik, hogy

e (Mj _g . (4.82)
on Jpp

azaz tiszta anyag kémiai potencialja éppen megegyezik a molaris szabadentalpiaval. A G alapt
intenziv fundamentalis egyenlet (ami 1 mol anyagra vonatkozik, igy benne dn = 0) ezért felirhato
du=—-sdT +vdP (4.83)
alakban. Allandé hémérsékleten a dT ndvekmény is zérus, ilyenkor a du kifejezése mindossze a vdP
tagbol all. Idealis gaz esetén a v moldaris térfogat helyére beirhatjuk a v= RT/P hanyadost, igy

allando homérsékleten
d,u:RT%dP:RlenP . (4.84)

A fenti egyenlet realis gazokra természetesen nem érvényes, hiszen azokra v# RT/P.
Vezessiink be redlis gazok leirasara egy f mennyiséget, a fugacitdst, amelyet beirva a fenti — csak

idedlis gazra érvényes — Osszefliggésbe, a kémiai potencial helyes du kifejezését kapjuk:

du=vdP=RTdIn f (4.85)
A fenti egyenlet atirhato
RT [ Oln/ j = (4.86)
oP ),
alakba. Vonjuk ki ebbdl az idedlis gazokra érvényes
RT( Oln P j _ AT (4.87)
oP ), P
egyenletet:
RT (alnf) _(alnPj _,_RT 4.88)
oP ), oP ), P

A szdgletes zardjelben 1évd kiillonbségben a derivalds és a kivonds felcserélhetdségét kihasznalva
végezziik el el6szor a kivonast, majd aztan a derivalast. A logaritmusok kiilonbségének helyébe az
argumentumok hanyadosat irva a kovetkezd egyenletet kapjuk:

RT (Mj _, R (4.89)
op ), P

Nevezzilkk el a ¢ =f/P hanyadost fugacitdasi tényezonek, és annak felhasznalasaval irjuk at az

egyenletet
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RT(aln(pj _ o RT (4.90)
oP ), P

alakba. Hasznaljuk ki, hogy ha a nyomas tart zérushoz, akkor a reélis gadzok viselkedése tart az
idedlis gaz viselkedéséhez, ¢és integraljuk a fenti egyenletet zérus nyomastol az aktualis P nyomasig:

P P
RT [ding= | N (4.91)
0 0 p

P =0 nyoméason f= P, azaz ¢ = 1, igy a bal oldali integralas eredménye RT [Ing —Inl] = RT Ing,
aminek alapjan felirhatjuk:

,

RT Inp=| {V—EJdp (4.92)

p
0

Az integralas a jobb oldalon is elvégezhetd, mivel P =0 nyomdson v = RT/ P, ezért az integrandus
itt is mindig véges. A (4.85) egyenletet tehat atirhatjuk
du=RTdIn f = RTdIn(¢ P) (4.93)

alakba. Igy latszolag igen egyszerii Osszefiiggéshez jutottunk, hiszen az idealis gézra érvényes
(4.85) egyenletbe mindossze a ¢ korrekcios tényezot (a fugacitasi tényezot) kellett beirni. Ne felejt-
siik el azonban, hogy a fugacitasi tényez6 a (4.92) egyenlet szerint fligg a nyomastol, ezen kiviil
még a homérséklettdl is. Ennek tiikrében az egyszerlisodés csak formai, hiszen konkrét szamita-
sokhoz sziikségiink van a ¢(P, T) fliggvény ismeretére. Vegylik észre azonban azt is, hogy a ¢(P, T)
sziikségképpen dllapotfiiggvény, hiszen a (4.92) egyenlet szerint kiszamithato a v (P, T) allapot-
fiiggvény és az RT/ P kiilonbségének integralasaval.

A fugacitds hasznalata egykomponensli gazok esetén nem igazan terjedt el, azt eredetileg is
gazelegyek termodinamikai leirdsara vezették be, és erre a célra alkalmazzak széleskoriien. Errdl az

alkalmazésarol a 6.3.1. alfejezetben lesz szo6 részletesebben.
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5. Termodinamikai folyamatok €s gepek

A termodinamika axiémai egyensulyi allapotokra érvényesek. A beldliik szdrmaztathato
Osszefliggések az olyan allapotvaltozasokra alkalmazhatok, amelyeknek soran valamely kényszer-
feltétel megvaltozasa (megsziinése) kovetkezményeként 1) egyensulyi allapot alakul ki. Az
egyensulyi allapotokra jellemzé mennyiségeket az allapotvaltozok fiiggvényeiként adhatjuk meg.
Az els6 axidmanak megfelelden pl. az U, V, és n valtozok egyértelmlien meghatarozzak az
egyensulyi allapotot, amelyhez a masodik axidoma alapjan egyértelmlien hozzarendelhetjik az
S(U, V, n) figgvényt. Ennek megfeleléen az U, V, és n valtozok Aaltal kifeszitett teret
termodinamikai konfigurdcios térnek nevezhetjik, a benne elhelyezkedd lehetséges konfiguraciok
(az egyensulyi allapotok) pedig az entrépiafiiggvény értékei altal meghatarozott Gsszefliggd
felilleten helyezkednek el. Ha ezt az entropiafiiggvényt egy koordinatarendszerben abréazoljuk,
akkor annak képe egy olyan Osszefiiggd feliiletet alkot, amely eleget tesz a masodik és harmadik
axiomanak, illetve azok kovetkezményének, azaz a fiiggvény allando energiaji metszete konkav,
valtozasok az entropiat novelik, mig allando entropia mellett az energiat csokkentik; 1d. 3. fejezet.)

Fontos hangstlyozni, hogy a nem-egyensulyi allapotok ebben a térben nem jelenithetok meg.
A bevezetdben emlitettiilk, hogy egyensulyban a nagyon sok molekuldbdl allé makroszkopikus
rendszer bizonyos tulajdonsagai a molekularis tulajdonsagok idofiiggetlen varhato értékei. Ha nincs
egyensuly, akkor ezek a varhato értékek vagy nem léteznek, vagy nem idofiiggetlenek. A
termodinamika altal leirhatd allapotok izolalt rendszerben ezért mindig az S(U, V, n) fliggvényt
megjelenitd allapotfeliileten helyezkednek el. Ennek a kdvetkezményeivel foglalkozunk a fejezet

elején.

5.1. Kvazisztatikus, reverzibilis €s irreverzibilis valtozasok

Az egyensulyi allapotot gordg-latin eredetli szoval sztatikus éallapotnak is nevezziik. Ha egy
adott sztatikus allapotbol (jeloljiik ezt az S(U, V, n) éllapotfeliileten A-val) a rendszert egy ettdl
kiilonbozé C allapotba akarjuk eljuttatni, az ugy lehetséges, ha valamilyen kényszerfeltételt meg-
valtoztatunk. Ha pl. egy belsd merev falat mozgathatova (flexibilissé) tesziink, valtozas csak abban
az esetben kovetkezik be, ha a fal két oldalan a nyomas kiilonb6z6 volt. Amig a fal mozog, addig a
rendszernek a nyomaskiegyenlitddés altal érintett részeiben nincs egyensuly, ezért a bekdvetkezd
valtozast szigortian véve nem tudjuk leirni a termodinamika Gsszefliggéseivel. Azt azonban meg

tudjuk tenni, hogy az A és C pontok kozott az allapotfeliileten kijeloliink néhany B;-vel jelolt
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pontot, amelyeken keresztiil a rendszer eljuthat az A pontb6l a C pontba. A kényszerfeltételeket
ezutan ugy hatarozzuk meg, hogy azok elsé megvaltozasa utan a rendszer 0j egyensulya éppen a B;
pontba essen, majd a kovetkezd valtoztatas utan a B, pontba, és igy haladunk tovabb, amig a C
pontba nem jut a rendszer. Vilagos, hogy a B; pontoknak a folyamat nyomvonaldn torténd egyre
striibb elhelyezésével egyre kevésbé ,,hagyjuk™ a rendszert kitérni az egyensulyi allapotokbdl. Ha a
felosztast tetszOlegesen stirltire valasztjuk, akkor tetszlegesen kicsi eltéréseket engediink csak meg
az allapotfeliilettdl. Végtelen siirli felosztas eredményeképpen pedig a folyamat sordn mindig az
allapotfeliileten maradunk. Ez természetesen teljes mértékben nem valosithatd meg, hiszen akkor
visszajutnank oda, hogy nyomaskiilonbség nélkiil varnank nyomaskiegyenlitddést. Tetszdleges kis
1épésekkel azonban — legalabbis elvben — lejatszodhat a folyamat. A valodi folyamatoknak ezt a
kozelitését nevezzilk kvdzisztatikus' folyamatnak.

A kvazisztatikus folyamat technikailag jo kozelitéssel megvaldsithatd. A megvaldsitas feltétele
az, hogy a molekuldk sokasagabol allé rendszer valtozésai olyan lassuak legyenek, hogy ekdzben
mindig létezzenek a makroszkopikus tulajdonsagoknak megfeleld varhaté értékek, és azok idobeli
valtozasa sokkal lassubb legyen, mint az egyensulyi eloszlas kialakuldsanak sebessége. A példaként
emlitett nyomaskiegyenlitédés esetében pl. az elmozduld fal hatisara a fal kozvetlen kozelében
hirtelen leesik a nyomas, mivel a fal elmozdulasat a molekuldk nem pillanatszertien kovetik. A
molekulamozgasok legfeljebb hangsebességgel tudjak kovetni ezt az elmozdulast, mikozben
16késhullamok keletkezhetnek és terjedhetnek a kézegben, amik részben visszaverddnek a falakrol,
részben a kozegben magaban lecsillapodnak. Ekdzben hidrodinamikai aramok is indulnak és
lecsillapodnak. A 16késhullamok terjedése a hangsebességgel kapcsolatos, a hidrodinamikai d&ramok
pedig a viszkozitassal. Ettol a két mennyiségtol fiigg, hogy mekkora a rendszer relaxdcios ideje,
ami a ,zavar’ lecsillapodasahoz sziikséges. Tudjuk, hogy a hangsebesség gdzokban ¢&s
folyadékokban néhany szadz m/s nagysagrendii. Ez pl. folyadékokban vagy nagyobb nyomasu (pl.
1égkori nyomasu) gazokban azt jelenti, hogy a legfeljebb néhany um-nyi tavolsagban ,kiiiriilt” tér
kb. 10~ masodperc alatt betdltédik, a kb. méteres kiterjedésti rendszerben pedig a 16késhullamok
10°-107 masodperc alatt legalabb egyszer visszaverédnek a szemkozti falakrol. Ha tehat egy
dugattyut 0,001 masodperc alatt 1gm-nél nem nagyobb kitéréssel mozgatunk, akkor nagyjabol
bekovetkezése a valtozas egésze alatt. Az 1um/0,001 masodperc megfelel 10~ m/s sebességnek,
amely mar biztositja a kvazisztatikus valtozas feltételeit. A gyakorlatban alkalmazott sebességek
azonban ennél altalaban nagyobbak. Vizsgaljuk meg, milyen kdvetkezménye van a folyamatok

kvazisztatikustol valo eltérésének.

! A sztatikus név a orazixog [sztatikosz] = 4116, megallitott gorog szobol ered. A quasi latin hasonlitd és kotészo, a quam
és si szavak Osszetételébdl szarmazik, és mintha, kozelitdleg, majdnem jelentése van. A kvazisztatikus jelentése ebben
az Osszetételben tehat ,,majdnem egyensulyi”, vagy ,.kozelit6leg egyensulyi”.
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Ha az elobbi dugattytielmozdulasi példaban a taguldssal kapcsolatos legnagyobb munkét
szeretnénk kinyerni, akkor ahhoz a belsd energia teljes megvaltozasat munka formajaban szeretnénk
megkapni. Ez zart rendszerben a (2.22) egyenlet alapjan a 7dS hd zérus értékénél kovetkezne be,
azaz adiabatikus (hdszigetelt) tagulds esetén. Ha azonban eltériink az egyensulytol, akkor a
l6késhullamok okozta turbulencidk ¢és surloddsok a kozeg molekuldinak termikus energidjat
novelnék, ami ezért felmelegedne, azaz a TdS hé zérusnal nagyobb lenne, kovetkezésképpen az
entropia novekedne. Mivel a kiegyenlitddési folyamatok mindig az entropia novekedésének
iranyaba zajlanak le maguktol, ezért a megndvekedett entropia miatt a rendszerbe keriilt 7dS
energia ,.benne maradna” a rendszerben, igy az a munkavégzés soran veszteségként jelentkezne.
Altalanositva azt mondhatjuk, hogy a kvazisztatikustol eltéré folyamatok munkavégzés
szempontjabol mindig veszteséget jelentenek, a rendszerben pedig novelik az entropiat. A példaban
a kornyezettel cserélt hd zérus volt, a 7dS valtozas mégis zérusnal nagyobb. Ha nemzérus hdcsere is
tortént volna a rendszer és kornyezete kozott, akkor ez nyilvan azt jelentette volna, hogy a kicserélt

honél nagyobb a 7dS valtozas. Szokas ezt tigy is fogalmazni, hogy

7dS 26Q  vagy dSZgTQ (5.1)

A képletekben megjelend o (kis gordg delta) azt fejezi ki, hogy a 60 hé ugyan infinitezimalisan kis
mennyiség, de nem kdthetd semmilyen allapotvaltozé megvaltozasahoz, hiszen nem kvazisztatikus
folyamat soran fellépd valtozéasrol van szd. (A kvazisztatikus hé illetve munka infinitezimalis
megvaltozasat szokdsd jellel is jeldlni az egyszerli d helyett, ezt a jelolést azonban ebben a
konyvben nem alkalmazzuk. A munkarol és a hordl enélkiil is tudjuk, hogy azok nem a rendszer
valtozoi.) Az (5.1) egyenletben az egyenldség csak kvazisztatikus valtozasokra érvényes, minden
ettdl eltérd esetben a nagyobb reldcio all fenn.

Ha egy kvéazisztatikus folyamat soran eljuttattuk a rendszert az A pontbol a B pontba, akkor a
visszajutasra attol fliggden van lehetdségiink, hogy kozben az entrépia hogyan valtozott. Ha az
entropia kozben noétt, akkor a folyamat magatol lejatszodhatott, de visszafelé csak energia
befektetésével tudjuk azt megvaldsitani. Tudjuk ugyanis, hogy csupan a kényszerfeltételek meg-
valtoztatasaval izolalt rendszerben az entrépia maximalis lesz az Osszes lehetséges elrendezddés
felett, ezért spontan valtozas kdzben csak novekedhet. Ha a rendszer entropidja csokkent volna az A
pontbol a B-be jutds kozben (ami természetesen csak energia befektetése aran valosulhatott volna
meg), akkor a folyamat visszafele spontan lejatszodhatna. Hataresetben az A és B pontokban az
entropia értéke azonos, st azonos minden egyes kozbiilsé pontban is a kvazisztatikus valtozas alatt.
Ekkor az entropia a folyamat soran nem valtozna, igy kvazisztatikusan a folyamatot odafelé (A-bol
C-be) és visszafelé (C-bol A-ba) is energia befektetése nélkiil vezethetnénk. Erre a tulajdonsagra

utalva ezt az utols6 folyamatot megfordithatonak vagy reverzibilisnek is szokas nevezni, mivel
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wingyen” visszafordithato'. Megjegyezziik, hogy a nem kvazisztatikusan vezetett folyamat eleve
nem megfordithatod (azaz irreverzibilis), hiszen mindenképpen entrépiandvekedéssel jar, amint ezt
az (5.1) egyenletbdl is lathatjuk.

Foglaljuk 6ssze a folyamatokra vonatkoz6 eddigi megallapitasokat és kovetkeztetéseket az
alabbiakban a megfeleld relaciok segitségével. A relaciokban AS véges, dS pedig infinitezimalis
entropiavaltozast jelent.

AS>0: természetes (irreverzibilis) folyamat
AS=0: reverzibilis folyamat

AS <0 : nem természetes (nem spontan) folyamat

ds > 5TQ : nem kvazisztatikus (irreverzibilis) folyamat

das = 00 :

7 kvéazisztatikus (reverzibilis) folyamat

ds < 5TQ . lehetetlen folyamat

Megallapithatjuk azt is, hogy a termodinamika szigoruan véve csak kvazisztatikus
allapotvaltozasok leirdsara alkalmas. Valodi folyamatok esetén termodinamikai szamitasaink
eredményei csak kozelitéssel alkalmazhatok, mivel nem veszik figyelembe a fellépd veszteségeket.
Ennek tudomadsul vételével tudjuk csak leirni héerdgépek, hiitdgépek és egyéb termodinamikai

berendezések mikodését is, amennyiben csak termodinamikai szamitasokra tamaszkodunk.

5.2. Héer6gépek mitkodése. A Carnot gép €s a Carnot korfolyamat

A hderdgépek termikus energiat (,,h6t”) alakitanak at mechanikai munkava. Mukodésiiket
vazlatosan az 5.1. dbra szemlélteti. A legegyszerlibb és leghatékonyabb hderdgépet a ht munkava
alakito berendezésekrdl elséként megjelent elméleti munka szerz6iérSl® Carnot gépnek, az abban
megvalosuld termodinamikai folyamatot pedig Carnot korfolyamatnak vagy Carnot ciklusnak
nevezzik. (Folyamatosan miik6dé gépnek miikodése soran wjra és wjra vissza kell térni
ugyanazokba az allapotokba; ezt nevezziik korfolyamatnak, vagy latin eredetl széval ciklusnak.) Az
el6zo alfejezetbdl tudjuk, hogy veszteség nélkiili mikodéshez kvazisztatikus korfolyamatra van
sziikség. Carnot javasolta eldszor, hogy olyan gépet kell szerkeszteni, amelyben hdmérséklet-
valtozéas csak munkavégzéssel jard folyamatokban fordulhat eld, és a hdmérséklet valtozasaval jaro
munkavégzés is veszteségmentes. A Carnot gép mitkodése soran megvalosuld korfolyamatot az 5.2.

abra szemlélteti.

U A reverzibilis sz0 a latin reversio = visszatérés, visszafordulas sz szdrmazéka, jelentése ,,visszatérésre képes”.

? Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796-1832) francia mérnok-katonatiszt ,,Réflexions sur la puissance motrice du feu et
sur les machines propres a développer cette puissance” cimi 118 oldalas konyve 1824-ben Parizsban jelent meg. A
hosszl cim jelentése: gondolatok a tiiz (azaz h6) mozgato erejérdl és annak kinyerésére alkalmas gépekrol.
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hoforras

5.1. dbra. Hoer6gépek milkddésének elvi vazlata. A gép milkddése soran a T, magasabb
hoémérsekletii hétartalybol (héforras) a munkakozegnek atadott O, energia egy része egy
forgd tengely meghajtasara forditédik (ez a hasznos munka, W), masik részét (Qn) pedig
a Ty, hdmérsékletli hotartaly (hiitd) elnyeli és tovabbitja a kornyezetnek.

T izoterm tagulas P
N — 4 >
Cd
m ~% 1
= ©
o o
> 5
= =)
) g
N &8
2N =0
S | 4 2| €
z v 2
= —
= i)
= =%
z
ks 3
<
Th 1T I < I

i izoterm Osszenyomas i

| |

] ]

< > S V

AS

5.2. abra. Carnot hderdgép korfolyamatanak abrazoldsa 7—-S és P—V diagramban. A folyamat
egymast kovetd 1€péseit az a-val jelolt allapotbol kiindulva a szdmok mutatjak. A Carnot
hiitdgépben vagy hdszivattyuban ugyanilyen korfolyamat jatszodik le, csak forditott
iranyban, 4 — 3 — 2 — 1 egymast kovetd 1épések soran.

Az abra T-S diagramjabol lathatd, hogy mind a hoéfelvétel, mind a hdleadas allando
hémérsékleten torténik, mig a melegebb hoétartaly 75, homérsékletérél a hidegebb hétartaly Ty
homérsekletére hiilés, illetve a forditott irdnyban torténd melegedés hdszigetelt (adiabatikus)
koriilmények kozott, amikor a belsd energia teljes megvaltozdsa munka forméjaban jelentkezik. A
T—S diagram alapjan konnyen szamithat6 a hd, mig a P— V diagram alapjan a munka.

Hdéer6gépek hatasfokat az

kinyert munka
y = —Kinyert munka_ (52)
felvett energia (h6)
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hanyadossal definidljuk. A Carnot korfolyamat P—J diagramjan lathatd, hogy mind a négy
részlépésben torténik munkavégzés; a taguldsok soran a kozeg végez munkat a kdrnyezetén, az
Osszenyomasok soran pedig a kornyezet végez munkit a kozegen. Az 1-el és 3-al jeldlt
részfolyamatok allandé hdmérsékleten jatszoédnak le, mikozben hdcsere torténik a hotartalyok és a
munkakozeg kozott. Mivel a hdémérséklet mindkét 1épésben allando, a hdcsere a 7dS integralasaval
egyszeriien szamithatd TAS alakban. A 2-vel és 4-gyel jelolt 1épések adiabatikusan jatszodnak le,
azaz ekdzben nincs hdcsere a kornyezettel, igy az entropia sem valtozik. A teljes korfolyamat utan a
kozeg visszatér a kiindulasi (a-val jelolt) allapotba, igy az entropia megvaltozasa ekdzben zérus,
azaz az 1 1épés soran ugyanannyival novekszik, mint amennyivel a 3 1épés soran csokken. (Ez a AS
valtozas leolvashatd az abrar6l is.) A korfolyamat végén természetesen a belsd energia
megvaltozasa is zérus. Hasznaljuk ki ezt a két dsszefliggést a hatdsfok kiszdmitasara.

A bels6 energia teljes megvaltozasa az 1 és 3 1épésekben cserélt hd, valamint a négy 1épés
mindegyikében fellépd munka Osszege. frjuk ezt fel Gigy, hogy a kozeg altal az 1 és 2 folyamatok

soran végzett munkat egyiitt jeloljiilk Wy-vel, a kornyezet altal a 2 és 3 folyamatban a kdzegen
végzett munkat pedig egyiitt Wpe-vel. A |Wki| —| Wbe| kiilonbség ¢éppen az (5.2) egyenlet
szamlaldjaban szerepld kinyert munka. Hasonloképpen jeldljiik az 1 1€pésben felvett hot Oye-vel, a
3 1épésben leadott hdt pedig Oki-vel. A teljes korfolyamat soran a kdrnyezettel cserélt munka és ho
Osszege adja a belsO energia megvaltozasat, ami zérus. Felirhatjuk ezért a

Woe =W +] Ol = Ol = 0 (5.3)

Osszefliggést, amibdl a | Wki| —| Wbe| kinyert munka egyszertien szdmithato:

|Wki|_|Wbe :|Qbe _|Qki| (5.4)
Ezt az (5.2) egyenletbe helyettesitve megkapjuk a Carnot hderdgép hatasfokat:
_ kinyert munka _ | Wki| —| W, _ | O, —| Qki| 5.5)
felvett energia (ho) | Ore Ore '

Az egyenletben szerepld Oy €s Ok hé a kordbban leirtak alapjan egyszerlien szamithato T,,AS,
illetve TRAS, alakban. Ezek behelyettesitésével a hatasfok a kovetkezdképpen irhato:

T AS-T AS T -T
77: m h — m h (56)
T_AS T

m

A fenti eredményeket 0sszefoglalva felirhatjuk a Carnot hdéerdgép hatasfokat az alabbi alakban:

(5.7)

Ebbdl kiolvashatjuk pl. azt, hogy a hidegebb hoétartaly 7, hémérsékletének csokkentésével a
héerdgép hatasfoka egyre emelkedik. Ha a 7, hdmérséklet eléri a zérust, csak akkor érhetiink el

egységnyi hatasfokot. Zérusnal nagyobb hiit6hdmérséklet esetén a hderdgép hatasfoka mindig
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kisebb egynél, azaz a termikus energia teljes mértékben nem alakithatd 4t munkava. (Amint kés6ébb
latni fogjuk, a zérus homérséklet eléréséhez végtelen sok energia kellene, ezért altalanossagban
kimondhatjuk, hogy a hderdgépek hatdsfoka mindig kisebb egynél.)

A 21. szazad elején az er6dmiivekben hasznélatos hderdgépekben altaldban 500 °C koriili
melegtartalyt és 80 °C koriili hiitt alkalmaznak, ami megfelel kb. 773 K és 353 K homérsékletnek
a termodinamikai homérsékleti skalan. Az ebbdl szamithatd hatasfok 54,3 %, tehat altalaban ennél
kisebb hatasfokiak a szizad elejének szokasos hderémiivei. Ujabban terjed az olyan kisebb
teljesitményti erémiivek épitése is, amelyek folyopartra telepiilnek, és a folydvizek kb. 20 °C
hémérsékletii vizét hasznaljak hiitésre. Ezek hatasfoka akar a 60 % is lehet. A felhasznalt fiitdanyag
maradék energiatartalmat (a ,hulladék hot”) szokas tavfiitésre forditani. A flitésre is hasznalt

erémiiveket nevezik kogenerdcios eromiinek.

5.3. Hutégepek €s hoszivattyik mikodése. A Carnot hiitdgep €s a Carnot
hdszivattyt

Hutégépnek azt a berendezést nevezziik, amely mechanikai energia felhasznaldsaval (munka-
végzéssel) termikus energidt (hot) von el egy alacsony homérsékletli helyrdl, azaz valamely anyagi
kozeg termikus energidjanak egy részét mechanikai energia felhasznalasaval ,kivezeti” a kdzegbdl,
¢s azt leadja egy magasabb hdmérsékleti hétartalynak. (Megjegyezziik, hogy vannak elektromos
munkat vagy hot kozvetleniil energiaforrasként felhasznald hiitégépek is, ezekkel azonban itt nem
foglalkozunk.) A hdszivattylli ugyanigy miikddik, de annak alkalmazdsakor nem a hideg hely
hiitése, hanem a meleg hely fiitése a feladat. Mindkét berendezés miikddését az 5.3. abran

szemléltetjiik vazlatosan.

melegtér futott tér

m m

0, W 0,

httott tér hidegtér
kompresszor kompresszor
T, T,

5.3. abra. Ht6gép €s hdszivattyu miikodésének elvi vazlata. A hiitdgép a kompresszor altal végzett
W munka felhasznalasdval a 7, homérsékletli hiitott térbdl O, hoét von el, a T,
homérsekletii melegtérbe pedig O, hot ad le. A hdszivattyu a kompresszor altal végzett
W munka felhasznalasaval a 7;, homérsékletli hidegtérbdl elvon @, hét, a T,
hoémérsekleti flitott térbe pedig O hot ad le.
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Az 5.1. és 5.3. abra Osszehasonlitasabol lathatd, hogy a hiitégép és a hdszivattyu elvileg a
héerdgép miikddési iranyanak megforditasaval is eldallithatd. A Carnot korfolyamat alapjan
miikodo hiitégépben vagy hdszivattyiban ezért az 5.2. abran lathato korfolyamat valosul meg, csak
éppen forditott irdnyban. A berendezések hatékonysidganak szamitasat ezért ugyanazon
mennyiségek felhasznalasaval végezhetjiik, mint a Carnot hderdgép estében.

Hutoégépek josagi tényezojét az altaluk elvégzendd feladat alapjan Ggy fogalmazhatjuk meg,
hogy azok adott munka végzésével mennyi h6t vonnak el a hiit6tt térbdl:

_ hiitott térbdl felvett ho
befektetett munka

(5.8)

_|Wki

A szamlaloba igy Qy irhatd, a nevezdbe pedig ezuttal |Wbe , aminek helyére az energia-

megmaradas alapjan |Qki| —|Qbe , azaz |Qm|—| Qh| irhat6:

o 1A __ nLAS T,
0.|-lo)  T.AS-T,AS T, -T,

(5.9)

Az eredménybdl lathatd, hogy ha a hiitott tér homérséklete csokken, vagy a melegtér homérséklete
nd, akkor a josagi tényezd is csokken. Hoerdgépek # hatisfokatdl eltéréen a hiitdgép e josagi
tényezdje egynél nagyobb is lehet. A haztartdsi hiitdgépek pl. valamivel 20 °C feletti melegtérbe
bocsatjak az elvont hdt. Az 5 °C kortili normal hiitétér ennek megfelelden idedlis esetben kozel 14-
es josagi tényezovel hiithetd, a —20 °C koriili mélyhltétér azonban csak 6-nal kisebb josagi
tényezOvel. A hiitdgépek QO hulladék hdje is hasznosithatd; ezzel szokds pl. fiiteni olyan
bevasarlokdzpontokat, amelyek mellett hiitott raktarak mitkodnek.

Hoészivattyuk josagi tényezdojét az éltaluk elvégzendo feladat alapjan tigy fogalmazhatjuk meg,
hogy azok adott munka végzésével mennyi hot szallitanak a fiitott térbe:

, _ futott térbe leadott ho

&'= (5.10)
befektetett munka
A szamlaloba igy On irhatd, a nevezdbe pedig ezuttal is |Wbe —| W,;|, aminek helyére az energia-
megmaradas alapjan most is |Qki| —|Qbe , azaz |Qm|—| Qh| irhato:
&= |Qm| = I,A5 L (5.11)

o -le)  T.AS-TAS T, -T,
Lathatd, hogy a hiitégépekhez hasonldan a hdszivattytk josagi tényezdje is csokken a meleg és
hideg tartalyok kozotti hdmérsékletkiilonbség ndvekedésével.

Erdekes Osszevetni ugyanolyan homérsékletti hétartalyok kozott miikodd hészivattya és

hiitégép josagi tényezdjét:

g—¢= - =1 (5.12)
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Ennek megfeleléen a berendezés josagi tényezdje hoszivattytként mindig 1-el nagyobb, mint
httégépként.

Ha a kornyezeti hdmérséklet —5 °C, és a belsd teret 22 °C-ra flitjiikk, a hdszivattyli josagi
tényezoje idedlis Carnot gép esetén 10,9. A gyakorlatban ugyan ekkora hatasfok a veszteségek miatt
nem érhetd el, de Osszevetve ezt azzal, hogy ha a hdszivattyi meghajtasa helyett az elektromos
energiat kozvetlentil, ellendllas melegitésével hasznalnank flitésre, akkor mar 2 koriili josagi
tényez0 esetén is megéri a hdszivattyll hasznélata. Ahol elterjedten hasznalnak légkondicionélést a
nyari idészakban, ott a téli flités a légkondicionalo hiitdjének kis atalakitdsdval megoldhat6. Ennek
megfelelden legelterjedtebben az Amerikai Egyesiilt Allamok déli részén hasznalatos a hdszivattyu

lakasok futésére.

5.4. Héerdgépek és hiitégépek a gyakorlatban

A Carnot gépek hatasfoka ugyan a lehetd legnagyobb, de azok gyakorlati megvaldsitasa nem
egyszeri feladat. Amikor a melegebb hoétartalybol allando homérsékleten lezajlé energiadtadas
szerepel a korfolyamatban, akkor természetesen nem lehet az energiaataddst megvalositani ugy,
hogy a hétartaly és a munkakdzeg hémérséklete azonos legyen, hiszen azok termikus egyensulyban
lennének egymassal. Az energiadtadashoz elvileg elegendd, ha az energiat felvevo kozeg
homérseéklete tetszélegesen kis értékkel kisebb az energiat leadé hotartalyénal. Ez a gyakorlatban is
megvalosithatd pl. Ugy, hogy az energiat felvevd kozeg éppen egy folyadék, amely allando
nyomason egyenstlyban van sajat gbézével. Ilyenkor allando hémérsékleten torténd hdoatadassal a
folyadék parolog, igy a munkakodzeg tagul, abban a folyadék elparolog. A hidegebb hétartallyal
érintkezé munkakozeg hasonloképpen kondenzacid (a gz folyadékka alakuldsa) soran adhat le hot
a tartdlynak. Carnot korfolyamat esetén azonban ilyen koriilmények kozott az adiabatikus tagulas
soran a munkahengerben vagy turbindban a g6z mellett folyadékcseppek is lennének, amik olyan
mértékli mechanikai igénybevételt jelentenének, amelynek kovetkeztében a berendezés
meglehetésen hamar tonkremenne. Hasonloképpen problémat jelentene, hogy az Osszenyomast
végz0 kompresszorban is gbéz ¢és folyadék lenne egyszerre. Egyrészt nagy és veszteséges
berendezésekkel lehet csak gazokat Osszenyomni, masrészt a kompresszor alkatrészeit is
tonkretennék a gézben 1évo folyadékcseppek. Mindezek kikeriilésére a Carnot folyamattol eltérd
modon mikodd héerdgépeket és hiitdgépeket (hdszivattytukat) szokas alkalmazni a gyakorlatban. A
tovabbiakban ezek koziil az erdmiivekben ¢és a kompresszoros hiitdgépekben, valamint
hészivattylikban egyarant elterjedten alkalmazott Rankine kérfolyamat alapjan muikodo
berendezésekkel foglalkozunk csak. Itt minddssze megemlitjilk, hogy a zart rendszeri Rankine
gézkorfolyamat mellett a héerdgépek kozott igen elterjedten alkalmazzak a robbandmotorokat,

amelyeknek munkakozege ciklusonként megujul. Ilyen pl. a benzinmotorokban megvalositott Otto
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ciklus, a Diesel motorokban megvalositott Diesel ciklus, és még tobb, kiilonb6zd elven miikkodd

korfolyamat.

5.4.1. Rankine korfolyamattal miikodé héerdgépek

J. W. RANKINE (1820-1872) skot fizikus és mérndk olyan gépet szerkesztett, amely kozel all a
Carnot altal megfogalmazott feltételekhez, de abban az 6sszenyomas (5.2. abra 4) egyrészt a lehetd
legkisebb térfogatvaltozassal jar, és csak folyadékot kell a szivattyunak 6sszenyomni, ugyanakkor a
munkavégzés (adiabatikus tdgulas) a lehetd legnagyobb térfogatvaltozassal jar, mikdzben a tagulo
kozeg foleg g6z, amely csak elenyészd mennyiségii folyadékot tartalmaz. Ez a korfolyamat kis
veszteséggel megvalosithatd, hatdsfoka mégsem tér el jelentds mértékben a Carnot gép
hatasfokatol. A Rankine héerdgépet megvaldsité berendezés vazlatos rajzat és annak mikodését

leir6 korfolyamatot az 5.4. dbran lathatjuk.

| e | 2. T
v Q= ’
7| Talhevitd
Kazan
B > D’
<l: Wszivattyﬁ ¢ Y
Szivatty Turbina B’
Cseppfolyositd / A A ) "
hiitd <
S

5.4. dbra. Rankine gbézkorfolyamattal mitkodé hderdgép vazlatos rajza, valamint az abban
lejatsz6dd korfolyamat abrazolasa 7—S diagramban. A forraloban és a talhevitOben
felvett hot a munkakdzeg a turbindban kitdgulva, annak tengelyét forgatva munka
formajaban leadja. Az innen kikeriil6 faradt gézbol a cseppfolyositod hiitében kicsapodott
folyadékot a szivattyll ismét belenyomja a forraloba. A T—S diagramban szerepld betiik
a miikodési vazlaton szerepld betliknek megfeleld allapotokat jeldlik. A munkakdzeg
aramlésanak iranyat a nyilak mutatjdk. Néhany (hatasfokjavitd) modositassal ezen a
korfolyamaton alapszik a nagy héerdmiivek miikddése.

A berendezés miikddése soran a munkakozegként alkalmazott folyadékot egy szivattyll az A-
val jelzett allapotbdl bejuttatja a nagyobb nyomasti és hdmérsékletii kazanba, ahol az a T—S
diagramban a B és C pontok kozott allandé hémérsékleten telitett gdzz¢ alakul, mikdzben entropidja
(azaz hoétartalma) folyamatosan nd. (A 7—S diagramban lathaté goérbe vonal a folyadék-go6z
egyensulyt abrazolja; attol balra folyadék, jobbra pedig g6z taldlhat6. A gorbe alatt nem létezik
fazis; ha a rendszer allapota oda esik, akkor az mindig az adott hdémérsékleten berajzolt vizszintes

vonal és a goOrbe metszéspontjaival jellemezhetd allapota folyadék és gbz alakjaban 1étezik,
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amelyek ardnya a vizszintes vonal végpontoktol valo tavolsagtol fiigg. A folyadék-géz egyensuly
részletes targyaldsa a 7.2. alfejezetben olvashatd.) A forralast kdvetéen a gézt a C és D pontok
kozott allandd nyomason tulhevitik. Ezutdn a nagynyomdsu forr6 gdéz a hdszigetelt turbinidban
kitagul, és az ahhoz csatlakozo forgd tengelyen munkat végez. Végezetiil a ,,faradt” (kisnyomasu)
g6z a cseppfolyodsitd hiitében allanddo homérsékleten teljesen folyadékka alakul. (A hitéssel a
kondenzacios hoét kell elvezetni.) Kondenzacio utan a folyékony munkakézeg ismét a szivattytuba
jut, ezzel a korfolyamat az elejétdl folytatddhat. A korfolyamat hatasfokanak szdmitdsa soran a B —
C és E— A izoterm, a C — D izobar és a D — E adiabatikus valtozasok konnyen kezelhetdk, de a
gozével telitett egyensulyi folyadék leirasa az A és B pontok kozott bonyolult. Ehelyett a szamitast
egyszerien ugy szokdas elvégezni, hogy az A — B’ adiabatikus 0sszenyomas ¢€s az azt koveté B’ — B
izobar hevités energiasziikségletét szamitjak a kozvetlen A — B 6sszenyomas helyett.

Az 5.4. abran feltiintettik a Rankine hderdgép kazanja és hiitdje homérsékletén 1évo
hétartalyok kozott miikodd Carnot-gép elképzelt A’ — B — D’ — E korfolyamatat is, amit a szaggatott
vonalakkal kiegészitett téglalap mutat. Lathat6, hogy ennek megvaldsitdsdhoz az A’ pontbol
folyadék-gbz elegyet kellene Osszenyomni — ami csak igen nehezen és nagy veszteséggel
kivitelezhetd, illetve a C és D’ kozott a géz nehezen megvalosithatd izoterm tagitasat kellene
megoldani. (Ha viszont nem hevitenénk tal a gézt, hanem a C pontnak megfeleld telitett géz
allapotban vezetnénk be az adiabatikus turbindba, akkor a turbindban képzddnének cseppek,
amelyek nagyon megnehezitenék annak mitkodoképességét.) Ezeket a technikai nehézségekkel és
nagy veszteségekkel jarod folyamatokat lehet elkeriilni a Rankine hderdgép alkalmazasaval. Ennek
ara viszont az, hogy az idedlis (veszteségmentes) Rankine gép hatdsfoka kisebb, mint az
ugyanolyan homérsékletli hotartalyok kozott mikodd Carnot gép hatasfoka. Egy 600 °C-os és egy
20 °C-os hotartaly kozott miikodd Carnot gép (elméleti) hatasfoka 66,4% lenne. A 600 °C-ra
tulhevitett vizgézzel és 20 °C-os cseppfolyositd hiitével mitkddé kvazisztatikus Rankine gép
hatasfoka ugyan mindossze 44,1%, a veszteségek azonban olyan kis mértékiiek a Rankine gépben,

hogy létezik az emlitett miikodési hdmérsékletek mellet kb. 39%-o0s hatasfokkal miikod6 hderdmi.

5.4.2. Rankine korfolyamattal mitkodo hiitdgép és hdszivattya

A kompresszoros haztartasi hiitdgépek legtobbje szintén a Rankine korfolyamat alapjan
mikddik. A megfelelé berendezés — amelynek vézlatos rajza az 5.5. dbran lathaté — majdnem
pontosan a Rankine hderdgép elvén milkodik, csak forditott iranyban. A legszembetiindbb
kiilonbség az, hogy a D ¢és E allapotok kozott nem turbina, hanem egy fojtoészelep van. (A
fojtészelep vagy egy kis lyuk, vagy egy vékony kapillaris a két csdvezeték kozott, amelyiken
keresztiil a gaz kitdgul, igy a nyomas leesik.) Ennek oka a 7—S§ diagramon is lathato; a tagulas

soran a D allapoti folyadékbdl részben g6z lesz. Ez egyrészt a fentiekben olvashatok miatt
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nehézséget tdmasztana a turbina megvalositdsaban, masrészt a taguld folyadék Iényegesen kisebb
munkat végezne, mint a goz, ezért ezt a munkat nem is érdemes hasznositani, igy az a veszteségek
kozott jelentkezik. A masik kiillonbség az, hogy az irdny megforditdsa miatt a hiitégépben nem a

folyadékot kell szivattyuzni, hanem a gdzt kell egy kompresszorral 6sszenyomni.

Melegtérbe
{\ Oxi -
@ Nagynyomasi
sssisiid N B
Nagynyomasi Cseppfolyésitd
folyadék \4
Foité K A m be D A
> Fojto- ompresszor <= C
. . szelep .--
Kisnyomasu /
folyadék
| Pérologtatd “TTE > A
A Kisnyomasu
g0z
H Ope S
Hidegtérbol

5.5. abra. Rankine gézkorfolyamattal miikodd hiitégép, illetve hdszivattyll vazlatos rajza, valamint
az abban lejatsz6do korfolyamat abrazolasa 7—S diagramban. A miikodés soran a
parologtatd a hidegtérbdl felveszi a Ope h6t, ami a folyadék elparologtatasara hasznalodik
fel, majd a kompresszor altal 6sszenyomott gaz cseppfolydsodas kézben a felszabaduld
Ok hot leadja a melegtérbe. A munkakodzeg aramlasdnak iranyat a nyilak mutatjak.

A hitégép mikodése soran a hdszigetelt gézkompresszor az A allapotii kisnyomasu gozt
komprimalja (6sszenyomja) a B allapotba, a cseppfolydsitd hiitd csokigydjanak bemenetére. Ott a
g6z kondenzal, az ekdzben felszabaduld hét pedig a nagy feliiletli csdkigyd leadja a kdrnyezd
levegének. Az igy keletkezé nagynyomasu, D allapott folyadék egy fojtdszelepen 4t kitagulva az E
allapotu folyadék-gdz eleggyé alakul. Az elegyben 1évé maradék folyadék a parologtatoban allando
homérsekleten g6zz¢é alakul. Ez a parolgasi folyamat hiiti a hidegteret; a parolgds energiajat az
onnan elvont hd fedezi. Az elparolgott g6z ismét A allapotu, €és a korfolyamat a kompresszorban
elolrdl kezdodik.

A D ¢s E allapotok kozotti valtozast megvalositd fojtoszelep altaldban egy vékony kapillaris,
amelyen keresztiil izentalpikus tagulas jatszodik le, ezért novekszik valamennyire a folyadék
entropidja is, €s az kozben részben el is parolog. A korfolyamatnak ez a szakasza kiilonbozik
leginkdbb a Rankine héerdgép korfolyamatatol.

A haztartasi hiitégépekben megvaldsitott Rankine korfolyamat kvazisztatikus hatdsfoka is
kisebb a Carnot hiitdgép hatasfokanal, ezen kiviil a veszteségek is elég jelentdsek. Ezért egy
egyszerll hiitdszekrény josagi tényezdje altaladban mindossze 2,5 koriili, mig egy mélyhiitdé nem
sokkal nagyobb 1-nél. Nem tl nagy hémérsékletkiilonbségek esetén a hdszivattyuk szokdsos josagi

tényezoje altalaban 4 koriil van.
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5.4.3. Izentalpikus folyamatok: a Joule-Thompson effektus

A Rankine httégép leirasakor az 5.4.2. alfejezetben emlitettiik, hogy a fojtdson keresztiil
torténd taguldsnak gyakorlati jelentdsége van. Ugyanezt a taguldsi folyamatot alkalmazzak gazok
cseppfolyositasara szolgald berendezésekben is. A tdguldst megvaldsitd berendezést (5.6. dbra)
Joule' és Thomson kozosen fejlesztette ki, ezért nevezziik a fojtason keresztiil torténé tagulast
Joule-Thomson (vagy Joule-Kelvin) folyamatnak. A fojtast Joule és Thomson eleinte selyem-
szovettel, késobb tengeri szivaccsal végezte, helyettiilk azonban alkalmazhat6 pl. kis lyuk, vékony

kapillaris, vagy kis poérusméretii iivegsziird is.

adiabatikus henger

) Pbe’ Vbe’ Tbe

hy,

c

T !

P, . nagy nyomast fojtds P, kis nyomast
fenntarté dugattyu fenntarto dugattyi

5.6. abra. Joule-Thomson folyamatot megvalositd berendezés vazlatos rajza. A Py, nagynyomasu
gaz a fojtason atpréselddve kitagul, és nyomasa Pj; értékre csokken. Az athatolds a
fojtason elegendden lassi ahhoz, hogy mind a bemend, mind a kimendoldalon egyensuly
alakuljon ki.

A miikddés leirdsdhoz tekintsiik azt az allapotot, amikor alland6 P, nyoméas mellett a bal oldali
dugattytval atpréseltink m,. mol gazt a fojtdson, ami Py; nyomas mellett atkeriilt a fojtas jobb
oldaléra, azaz my. = ny; . A dugattyuk is, a henger is hészigeteld, ezért a belsé energia ekdzben csak
a baloldali dugattyt altal a gdzon végzett Py Ve €s a gaz altal a jobb oldali dugattyn végzett Py;Vii
munka hatasara valtozhatott meg:

U,=U,+PV,.— PV, (5.13)
Ebbdl felirhato az
U,+BV,=U,+PYV, (5.14)

egyenléség, amirdl észrevehetjiik, hogy azt jelenti, hogy Hy = Hpe , azaz a folyamat sordn az
entalpia nem valtozott meg, ezért nevezzik azt izentalpikusnak.

Az izentalpikus folyamatot kiséré homérsékletvaltozas a

! James Prescott Joule (1818-1899) angol sorfézdetulajdonos, autodidakta fizikus, aki foként az energiaatalakulasok
pontos mérésével foglalkozott; az energia SI egységét is rola nevezték el.
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dT:(ﬁ—TJ dP (5.15)

oP ), .,

Osszefiiggés integralasaval adhaté meg, és a nyomaskiilonbségen kiviill a | — |  Joule-Thomson
H.,n

egyiitthatotol figg. Ez az egyiitthatd kifejezhetd a 4.4.2. fejezetben bevezetett mérhetd
mennyiségekkel. A kovetkezd szdmitdsok soran feltételezziik az anyagmennyiség allandosagat, és
az extenziv mennyiségeket egyuttal 1 mol anyagmennyiségre vonatkoztatjuk, ezért az n Osszetételi
valtozot nem is szerepeltetjiik. A ciklikus szabalybol az (F1.23) Osszefiiggés alkalmazédsaval a

Joule-Thomson egyiitthato felirhato

oP
or) __\d ) (5.16)
opP ), oH
or ),
alakban. A mérheté mennyiségek a G (7, P, n) fiiggvény parcialis derivaltjai. A
H=G+TS (5.17)
kifejezés alapjan felirhatjuk:
on = oG +T o5 (5.18)
oP ). oP ), oP ),

A (4.38) egyenletbdl beirhatjuk (dS/dP)r helyébe — av-t (v a molaris térfogat), a (dG/dP)r-16l pedig
a (4.51) egyenlet alapjan tudjuk, hogy az éppen a térfogat, ezért annak a helyébe is a v moldris
térfogatot irhatjuk. Ezek figyelembevételével az (5.16) szamlaloja helyébe
H
o =v—alv (5.19)
oP
T

irhatd. A nevezdbe a (4.26) egyenlet alapjan (mivel 1 molra vonatkoztatunk) a cp molaris
hoékapacitast irhatjuk. A Joule-Thomson egytitthat6 tehat

oP v
(EJH = . (1-al) (5.20)

alakban adhaté meg. Mivel a fojtdson athaladva a nyomas csokken, ezért pozitiv Joule-Thomson
egyltthato esetén (ha a7>1) a folyamat lehtiléssel jar, mig negativ Joule-Thomson egytitthatd
esetén (ha a7 <1) felmelegedéssel. A valtds a kettd kozott a homérsékletfiiggd a hotagulasi
egylitthato értékétdl fiigg. Ezt a homérsékletet, ahol az egyiitthatd értéke éppen zérus, Joule-
Thomson inverzios homérsékletnek nevezziik. Ezt az

O Tiersios = 1 (5.21)

feltételi egyenlet alapjan szdmithatjuk ki. Idealis gazok hétagulasi egyiitthatoja
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vier ), PV T

Ezért az aT szorzat értéke mindig 1, igy a Joule-Thomson egyiitthatd zérus, azaz fojtason athaladva
idedlis gazokban nem torténik hdmérsékletvaltozas. Redlis gazok esetén tobb inverzids hdmérseklet
is lehetséges, de van egy olyan, amely alatt azok fojtdson keresztiil tagitva mindig lehiilnek. Ez
hidrogéngéz esetén pl. 193 K (-100,16 °C), de a hélium kivételével minden géz esetén ennél
nagyobb homérséklet. A cseppfolydsitd berendezésekben a gazokat eldszor lehiitik az inverzids
hémérséklet ala, majd fojtason at kitagitjak. Ek6zben egy résziik a lehiilés miatt cseppfolydsodik, a

maradékot pedig ismét dtnyomjak a fojtason, amitdl tovabbi cseppfolydsodas kovetkezik be.
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6. Elegyek (tobbkomponensii rendszerek)
termodinamikai leirasa

A kémiai gyakorlatban altalaban tobb kémiai komponenst tartalmazo rendszerek — ezeket
nevezzik elegyeknek — fordulnak eld, amelyeknek az Gsszetétele is valtozhat. Fontos ezért az eddig
megismert termodinamikai Osszefiiggéseket kibdviteni azzal is, hogy hogyan fiiggenek azok az
Osszetételtdl. Amint latni fogjuk, ez nem egyszerli probléma a kémiai komponensek és az
elegyekben koztiik fellépd kolcsonhatasok nagymértékii valtozatossaga miatt. Torténeti okokbol
azonban az elegyek Osszetételfiiggd termodinamikai leirdsa ,,ranézésre” meglehetdsen egyszer,
formailag kezelhetd az idedlis gazok elegyeit leird 0sszefliggések mintajara. Ennek eredete az, hogy
elegyek termodinamikai viselkedésére irdnyuld kisérletek sordn a kutatok az altalanos érvényi
egyszerii Osszefliggéseket keresték, amelyek altalanossaguk megtartdsdnak aran csak kozelitoleg
voltak érvényesek. Ez hatékony moddszernek bizonyult az altalanos elméleti alap formalizélasa
szempontjabol, de egyuttal konzervalta is a kialakult formalizmust. Az igy kialakult termodinamikai
leirasmod nagy elénye, hogy az idedlis gazelegyekre kidolgozott Osszefiiggések konnyen
attekinthetok, hatranya viszont az, hogy a gyakorlatban el6forduld un. redlis elegyek esetében nem
konnyen attekinthetd konvencidk rendszerének megértésére van sziikség. Leginkdbb ez teszi
kiilonlegessé a kémiai termodinamikat és annak alkalmazasait.

Ebben a fejezetben eldszor bemutatjuk az emlitett formalizmust ideélis gazelegyek példajan,
majd részletesen leirjuk az alkalmazhatosag kiterjesztését realis elegyekre is. A kémiai
alkalmazasok soran leggyakrabban a kémiai potencidl hasznalata a célravezetd, a szokésos
koriilmények pedig a hdmérséklet és a nyomas allandosagat jelentik, ezért elsdsorban a kémiai
potencial dsszetételfiiggésérdl lesz szo, azon beliil is arrdl a fliggvényrdl, amely a kémiai potencialt

a homérséklet, a nyomas és az 0sszetétel fliggvényében irja le.

6.1. Parcialis molaris mennyiségek

A korébbi fejezetekben a termodinamikai alapok bemutatdsa soran mar tobbszor kihasznaltuk
azt, hogy ha az adott rendszer kiterjedése nem érdekes, csak az intenziv valtozokra vagyunk
kivancsiak, akkor célszerli a moldris mennyiségek alkalmazasa. Ezeket ugy kaptuk meg, hogy a

megfeleld extenziv mennyiségeket elosztottuk a rendszerben 1évé komponensek anyag-
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mennyiségeinek Osszegével. Tekintsiink egy K komponenst elegyet, és adjuk meg annak valamely
X extenziv valtozéjat a T homérséklet, a P nyomds €s az nj, np,.. ng anyagmennyiségek
fliggvényében. A megfeleld molaris mennyiséget az

X

X=— (6.1)
2
i=1
K
egyenlettel szamithatjuk, amibdl az n = Zni 0sszmolszam alapjan
i=1
X =nx (6.2)

alakban kapjuk az extenziv mennyiséget.
Az X = X(T, P, ny, ny,... ng) fiiggvény a T és P valtozoknak homogén nulladfoku, az n;, n,...
ng valtozoknak viszont homogén elséfokt fiiggvénye. A homogén elséfok fiiggvényekre érvényes

Euler tétel (1d. (2.31) egyenlet) értelmében ezért felirhatjuk:

K
X(T,P,nl,nz,...,nK)=Z(27X] n; (63)
i=1 i

T,P,njt[
Az 6sszegzésben szerepld parcidlis derivaltakat parcialis molaris mennyiségeknek nevezzik és X;-
vel jeloljiik:

X, = (alj (6.4)
ani T,Pn.,;

Ennek felhasznalasaval a (6.3) egyenlet

X=>)nlX, (6.5)

alakba irhat6. Szoban ezt ugy fejezhetjiik ki, hogy az X extenziv mennyiséget Osszerakhatjuk az
elegyet alkoté komponensek anyagmennyiségével megszorzott parcialis molaris mennyiségekbdl.
Fontos észrevenni, hogy a parciadlis moléaris mennyiségek nem fliggetlenek az Gsszetételtdl, hiszen
azok az X(T, P, ny, ny,... ng) fliggvény parcialis derivaltjai, ezért ugyanezen valtozok fiiggvényei.
Az eredeti fiiggvénytdl eltéréen azonban az X;(7, P, ni, na,... ng) figgvény az n,, n,,... ng anyag-
mennyiségeknek is homogén nulladfoku fiiggvénye (nem fligg az elegy kiterjedésétdl), azaz
érvényes ra a (2.12) egyenletben leirt transzformacio:
Xi(T, P, Any, Any,... Ang) = Xi(T, P, ny, na,... ng) (6.6)

Ha a 1 faktort éppen az n 6sszmolszam reciprokanak valasztjuk, azt kapjuk, hogy az X; az n;/n
valtozok, azaz az x; moltortek fiiggvényében is megadhato:

Xi(T, P, ny, ny,... ng) = Xi(T, P, x1, x2,... Xg) (6.7)
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Fontos megjegyezni, hogy az x; moltortek nem fiiggetlenek egymastol (v.6. (2.10) egyenlet), ezért
azokbdl elegendé K — 1 megadasa is. (Osszhangban van ez azzal, hogy a szabadsagi fokok szama
intenziv allapotjellemzés esetén eggyel kisebb, mint extenziv allapotjellemzés esetén.)

A parcialis moléris mennyiségeknek jelentds szerepiik van elegyek termodinamikai leirdsédban.
Konnyen belathatd, hogy az extenziv mennyiségek kozott fenndllo oOsszefiiggések eérvényesek

maradnak a megfelelo parcialis molaris mennyiségek kozott is.

6.1.1. A kémiai potencial mint parcialis molaris mennyiség

A fentiekben 4ltaldnosan bemutatott JX; parcidlis molaris mennyiség tulajdonsagait
szemléltessiik itt az i-edik komponens kémiai potencialjan. Viladgos, hogy azt a G(7, P, ny, na,... ng)

fliggvény parcialis molaris mennyiségeként nyerhetjiik (vo. (4.22) egyenlet):

oG
,ui(T,P,xl,xz,...,xK):(—] (6.8)
ani T,Pn,

(Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a tovabbiakban is mindig w;-vel jeldljik G; helyett a parcialis
molaris szabadentalpiaként értelmezett mennyiséget és az azt megado fiiggvényt, igy ez a
szokasostol eltéroen nem nagybetiis indexelt jelolés.) Ha a G-re felithato G=H — TS egyenlet
mindkét oldalat parcialisan derivaljuk az n; valtoz6 szerint (figyelemmel arra, hogy a derivalas
soran T és P, valamint az i-t61 kiilonbdzo tobbi anyagmennyiség allandod), akkor a

u, =H, =T8S, (6.9)
egyenlethez jutunk. A w; (T, P, x1, x2,... xk) fiiggvény teljes differencidlja formalisan

K
du, = [dij dr + [di] ap+ Y| | gy (6.10)
dT P.x dP T,x i=1 dxi T.P.x..

alakban irhat6 fel, ahol x az (x, x,,... xx) Osszetételi vektort jeloli. A (4.22) egyenlet,

K
dG ==SdT +VdP+  jdn,

i=l1

alapjan a G(T, P, n, na,... ng) fiiggvény parcialis derivaltjait azonosithatjuk:

(G_Gj =-9 (G_GJ =V 8—G = U,
oT )y, oP )., on, ——

A (6.10) egyenletben szerepld elsé két parcialis derivalt ennek megfelelden eldallithatd a G

fiiggvény masodik parcialis derivaltjaként, igy azokra felirhato:

(%J _o [ L(G_Gj (5] g 6.11)
or ),, or\em ) ,  on\oT )., \on ) , " '
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(@%J _0 [ :i(a_Gj _[ 2V -V (6.12)
oP ), oP\on ) , ~ on \0OP ), \on ). .

A (6.11) és (6.12) egyenletekben kihasznaltuk, hogy a madasodik vegyes parcialis derivaltak
képzésekor a derivalas sorrendjétdl fiiggetleniil ugyanazt a fiiggvényt kapjuk. A (4.22) egyenlet

crer

alakban:

i=1 dx.

1

_ - A
du, ==S,dT +V,dP+) dx, (6.13)
T,P,x

oV

6.1.2. Parcidlis molaris mennyiségek meghatarozasa kisérleti adatokbol

A kémiai gyakorlatban gyakran talalkozunk kétkomponensii (latin eredeti magyar szo-
torzitassal binér') elegyekkel. Ez nem csak akkor fordul elé, amikor valoban két kémiai
komponensbdl all az adott elegy, hanem akkor is, ha ,,gondolatban” a sokkomponensii elegy egyik
komponensét elkiilonitjiik, a tobbi komponenst pedig egyiittvéve ,,0ldoszerként” kezeljik. Ilyen
esetekben altaldban nem is elegyekrdl, hanem oldatokrdl beszéliink. Kétkomponensii elegyekben az
Osszetétel megadasara elegendd egyetlen koncentracio is, mivel a masik komponens koncentracidja
abbodl kiszamithatd. Parcidlis moldris mennyiségek kisérleti meghatarozasat is kétkomponensi
rendszeren mutatjuk be, ami természetesen oldott anyag—tobbkomponensii oldoszer felosztas esetén
is alkalmazhato.

Mivel a kovetkezd szamitdsokban eléfordulnak x-szel jelolt moltortek, ezért a kivalasztott
extenziv mennyiség X helyett V' lesz, amit ennek megfelelden térfogatnak is neveziink. Célunk tehat
az, hogy kiilonb6zo 0Osszetételii kétkomponensii elegyek allandd homérsékleten €s nyomason
kisérletileg megmért molaris térfogatai alapjan meghatdrozzuk a komponensek parcialis molaris

térfogatat. Két komponens esetén az elegy molaris térfogata

yo V" (6.14)
n, +n,
amibol
V=v(n +n,) (6.15)

adodik. Az 1-es komponens parcidlis molaris térfogatat a (6.4) egyenlet alapjan a (6.15) szorzat
parcialis derivalasaval szamithatjuk. Az irasmdd egyszertsitése érdekében a parcialis derivaltakban

nem tiintetjiik fel az allando 7-t és P-t, mivel azok a kisérletek soran ugyis allandok:

U A latin binaris sz06 , kettébél al16” jelentésti. Ugyanebbdl szarmazik a kettes szamrendszer (kevésbé torzitott) ,,binaris”
neve is. A ,,binér” alak felteheten a francia binair, esetleg az angol binary atvétele.
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Vlz(a—V] :v+(n1+n2)(aa—v] (6.16)

on, n,

Az elsO tag ugyanis a szorzatfiiggvény derivalasakor v 0 (n; +ny) / On; , és On; / On; =1, valamint
ony / on; = 0. A molaris térfogat n; szerinti derivaltja helyett annak x, szerinti derivaltjat kivanjuk

szerepeltetni, amit a lancszabaly alkalmazésaval tehetiink meg

ov [ Ox, dv (6.17)
on, " on, N dx, '

(A v(x,) fiiggvény csak egyvaltozos, mivel x; = 1 — x,, ezért nem parcialis derivaltat kell irni.) Az

X, moltort n; szerinti parcialis derivaltja:

(m + nz)(?}‘”z(a(}/lé+ nZ)J
(%J =i( n ]z ™ Mo M (6.18)

on, on, \ n, +n, (n,+n,)’ - (n,+n,)’
(6.19)
frjuk be az ebbdl szamithaté parcialis derivaltat a (6.16) egyenletbe:
ooy O v (6.20)
(n,+n,) ox, ox,

Ennek alapjan szamithato a V; parcialis molaris térfogat. Az egyenlet atrendezésével kapjuk azt a
kifejezést, amelynek segitségével az eredmény grafikusan is szemléltetheto:
v:VIJra—x2 (6.21)
ox,
Ez egy olyan egyenes egyenlete, amelynek tengelymetszete (értéke x, = 0-ndl) éppen az I-es
komponens V; parcialis molaris térfogata. A masik komponens V, parcialis molaris térfogata a (6.5)
egyenlet értelmében a
v=~_1-x,)V,+x,V, (6.22)
Osszefiiggés alapjan szamithat6. Amint a 6.1. abran lathatd, a grafikus eljards szerint az adott x;
moltorthoz tartozo fliggvényértékhez rajzolt érintd éppen az ilyen Osszetételli elegy parcidlis
molaris térfogatait metszi ki az x, = 0, illetve x, = 1 helyeken berajzolt fiiggdleges tengelybdl.
Gyakori feladat valamely komponens parcialis molaris mennyiségének meghatarozasa annak
zérus koncentraciojanal. Ez nyilvan nem a tiszta olddszer molaris térfogata, hanem az elegy v (x;)
fliggvényébdl zérusra extrapolalt érték. Az extrapolacido kényelmesen elvégezhetd, ha a v(xp)
fliggvényt az x, valtoz6 valamely alkalmas, a kisérleti adatokra jol illeszkedd hatvany-
fiiggvényeként allitjuk eld. Annak x,-t6] nem fiiggd (konstans) tagja éppen az 1-es komponens
z€érusra extrapolalt parcialis molaris térfogatat adja, a konstans és az els6foku tag 6sszege pedig a 2-

es komponens parcialis molaris térfogatat (ugyancsak az x, = 0 helyen) adja.
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A bemutatott eljaras természetesen nemcsak térfogat, hanem barmely extenziv mennyiség (U,

H, F, G, stb.)esetén alkalmazhat6 a megfeleld parcialis molaris mennyiség meghatarozasara.

molaris térfogat

0 X moltort 1

6.1. abra. Parcidlis molaris térfogat meghatdrozasa az érintd tengelymetszeteinek segitségével
kétkomponensii elegyben. A bejeldlt x, Osszetételhez tartozd elegyben az 1-es kompo-
nens parcialis molaris térfogata V7, a 2-es komponensé pedig V5.

6.2. Idealis elegyek termodinamikai leirasa

Amint a fejezet bevezetdjében emlitettiik, az elegyek leirdsara hasznalatos formalizmus idealis
gazok elegyeinek tulajdonsagain alapszik, ezért el0szor ilyen elegyekkel foglalkozunk részletesen.
Gyakorlati jelentdségik a kémiaban nem tul nagy, de rajtuk keresztiil lehet megérteni a
gyakorlatilag érdekes redlis elegyek szokasos leirdsmddjat, és ezeken alapszanak a redlis elegyekre

felirhato 0sszefliggések is.

6.2.1. Idedlis gazok elegyel

Idealis gazok mechanikai tulajdonsagait a (2.39) egyenlet szerint a

nRT
P

V= (6.23)

allapotegyenlet alapjan szdmithatjuk. Ideélis gdzokban a molekulak k6zott (a rugalmas titkozésektol
eltekintve) nincs semmilyen kolcsonhatas, igy azok elegyei ugyanugy idealis gazként viselkednek,
azaz a komponensek viselkedése fiiggetlen attol, hogy ott van-e és milyen mennyiségben a tobbi

komponens. Ha a komponenseket feltlintetjiik a (6.23) egyenletben, akkor az a

K
RTY n,
g 6.24

> (6.24)

alakban irhat6. Ebbdl konnyen kiszdmithatjuk az egyes komponensek parcidlis molaris térfogatat:
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[5_’/} _y =KL (6.25)
ani T,P,n P

Amint lathatd, ez éppen megegyezik az elegy molaris térfogataval. Az egyes komponensek tehat az

elegy rendelkezésére allo egész V' térfogatot egyenletesen kitdltik. Mivel a V; parcidlis molaris
K

térfogat minden komponensre azonos, ezért ViZni megegyezik a V Ossztérfogattal. Ha a
i=1

komponensek egymastol fiiggetleniil viselkednek, akkor hozzajuk rendelhetjiik azt a nyomadst is,

amelyet akkor fejtenének ki, ha csak egyediil lennének. Ez a (6.23) és (6.25) egyenlet alapjan

nyilvan

n.RT
= s 6.26
12 = (6.26)

mig az egész elegy esetén az 6ssznyomas

K
> n,RT
— _i=l

p=- (6.27)

A két egyenlet 0sszevetésébdl lathato, hogy
n.
pi = K—IP = xl.P (628)

i-1

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ideélis gazok elegyeinek P dssznyomasat dsszetehetjiik a
pi parcialis nyomdsok x; moltortekkel stlyozott 6sszegébdl, tovabba a p; parcialis nyomésok
pontosan megegyeznek azzal a nyomassal, amelyet az i-edik komponens egyediil (tiszta allapotban)
fejtene ki, ha az adott V' térfogatban nem lenne rajta kiviil mas komponens. Megjegyezziik itt, hogy
a parcialis nyomast mindig

p.=x,P (6.29)

alakban definidljuk, de redlis gazok esetén ez altaldban nem egyezik meg a tiszta komponens
nyomasaval az elegy ossztérfogataval egyenld térfogatban. Erdemes megjegyezni azt is, hogy a p;
parcidlis nyomds nem parcidlis molaris mennyiség, mivel nem extenziv mennyiséget megado
fiiggvény parcialis derivaltja.

Az eddigiek alapjan felirhatjuk idedlis géazelegyek komponenseinek kémiai potencialjat az
Osszetétel fliggvényében. Induljunk ki ehhez a (6.13) egyenletbdl, amely zart rendszerre (dx; =0,
V i) allandé hémérsékleten (d7 = 0) a kdvetkezOképpen irhato

du, =V, dP (6.30)
Tekintsiik Ugy az idedlis gazelegyet, hogy annak létrehozésa a komponensek elegyitése soran

azoknak a P 0Ossznyomasrdl p; nyomasra kitagitasaval torténik. Ha minden komponenst P
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nyomasrol a neki megfeleld p; parcidlis nyomadsra tagitunk, akkor az igy kapott elegy 6ssznyomasa
a (6.29) egyenletnek megfeleléen éppen a P Ossznyomds lesz. Az egyes komponensek kémiai

potencidljat ekdzben a fenti differencidlegyenlet integraldsaval
ﬂ,»(T,pi)Zﬂi(T,P)+Tde (6.31)
P
alakba irhatjuk. Helyettesitsiik be az integrandusba az ideélis gaz molaris térfogatat:
ﬂi(T,p,.):ﬂi(T,P)+?%dp:ﬂi(T,P)+RT1n% (6.32)
P

A (6.29) egyenlet alapjan p;/ P helyébe x; irhato:
u(T,p)=pw(T,P)+RT Inx, (6.33)
Mivel a p; és x; kozott a (6.29) egyértelmi Osszefiiggést teremt, ezért a fenti egyenlet
u(T,P,x,)=pu(T,P)+RTInx, (6.34)
alakban is irhatd. A (6.34) egyenlet megadja az i-edik komponens kémiai potencialjat adott 7
hémérsékleten és P nyomason az 0sszetétel fiiggvényében, idedlis gazok elegyében. Nagyon fontos
tulajdonsaga, hogy a u; (7, P, x;) kémiai potencial csak az i-edik komponens koncentraciojatol fligg,

de nem fiigg a tobbi komponens koncentracidjatol.

6.2.2. Idedlis elegyek tulajdonséagai

A (6.34) egyenletnek kitiintetett jelentdsége van elegyek termodinamikai leirdsdban: beldle
szarmaztathatd barmely elegyben egy adott komponens kémiai potencidljanak kifejezése az
Osszetétel fliggvényében. Ebben a ,,szarmaztatasban” az els6 1€pés az idedlis elegy definicioja.
Idedlis elegynek azt a hipotetikus tobbkomponensii rendszert nevezziik, amelyben a komponensek
kémiai potencialja ugyanolyan alakt fliggvény, mint idealis gazok elegyében:

/’li,elegy(T’P’xi) = /ui,tisztaanyag(T’P)+RTlnxi (635)
A tovabbiakban — a szokasoknak megfeleloen — elhagyjuk a g ... (T, P,x,;) jeloléseben mind az

»elegy” szot az indexben, mind a 7, P, x; valtozdkat, amennyiben azoknak nincs valamilyen

kitiintetett szerepiik. Hasonloképpen elhagyjuk a 4, i,an.e (7> P) jelolésében a ,tiszta anyag” szot

az indexben, valamint a 7, P valtozdkat, ehelyett a u-t egy csillaggal jeloljik meg. Az igy
egyszerusitett (6.35) egyenlet ennek megfeleléen az alabbi gyakran hivatkozott alakban irhato

i, =u*+RTInx, (6.36)
Mivel a g kémiai potencialt a (6.36) egyenletben a tiszta anyag x* kémiai potencialjadhoz képest

adtuk meg, ezért azt a referenciadllapot kémiai potencidljanak szokas nevezni, azaz a tiszta anyag a

(6.36) egyenlet szempontjabol a referenciadllapot vagy vonatkoztatasi allapot.
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Vizsgaljuk meg a kovetkezokben, hogy a (6.36) egyenlet alapjan milyen kovetkeztetéseket
vonhatunk le, azaz milyen tulajdonsdgokkal rendelkezik egy idedlis elegy. A kérdést fogalmazzuk
meg abban a formaban, hogy hogyan valtoznak meg egy rendszer tulajdonsagai az elegyedés (azaz
homogén elegy képzddése) hatdsara ahhoz a rendszerhez képest, amelyben kezdetben egyiitt volt
minden komponens a megfelel6 mennyiségben, de azok még nem képeztek elegyet, azaz még nem
keveredtek Ossze. (Szokasos gondolatmenetiink alapjan azt is mondhatjuk, hogy a kiindulési
rendszerben olyan belsd kényszerfeltételek vannak, amelyek nem engedik meg a komponensek
elegyedését. Ezen kényszerfeltételek megsziintetésével a komponensek elegyednek, ) egyensuly
alakul ki. Célunk az uj egyensuly leirasa a kiinduldsi allapothoz képest.) Vezessiik be ennek
megfeleléen az elegyedési tulajdonsdgokat. Altaldnos definicié helyett inkabb vegyiik sorra a
termodinamikai szempontbol érdekes tulajdonsadgokat. Kezdjiik ezt mindjart a kémiai potenciallal.

Ez nyilvéan a kiindulasi allapotbeli z2*-r6l valtozott y;-re. A valtozast — az elegyedéssel kapcsolatos
kémiai potencialvaltozast — a (6.36) egyenlet alapjan
Aot =4, — 1 =RTnx, (6.37)

alakban irhatjuk fel. (Ezzel persze nem mondtunk ujat.) Ennek alapjan azonban konnyen

kiszdmithatjuk az elegyedési szabadentalpiat. A (6.5) egyenlet alapjan tudjuk:

Gzin[G[ :in[,ui (6.38)
i=1 i=1

K
Az egyenlet mindkét oldalat osszuk el az n = Zni 0sszmolszammal. Ekkor a bal oldalon az elegy
i=1

molaris szabadentalpiajat kapjuk, a jobb oldalon pedig az n; anyagmennyiségek helyébe az x;
moltdrteket irhatjuk:
K
g=D 5k (6.39)
i=1
A molaris elegyedési szabadentalpia igy kifejezhetd az alabbiak szerint:
K K
A8 =g=g*= 2 x,(* + RTInx,) = > x40 (6.40)
i=1 i=1
Az eredmény:
K
A& =RTY x,Inx, (6.41)
i=1
Megallapithat6é tehat, hogy allanddo hémérsékletli és nyomdsu rendszerekben az idedlis elegy
képzddése tiszta komponensekbdl a (6.41) egyenletnek megfeleld szabadentalpia-csokkenéssel jar.
(Az x; moltortek ugyanis elegyekben rendre kisebbek 1-nél, igy azok mindegyikének logaritmusa
negativ.) Termodinamikai ismereteink alapjan igy azt mondhatjuk, hogy a keveredés spontan
folyamat, azaz magétol lejatszodik.
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Az elegyedési entropia is konnyen kiszamithato a kémiai potencidl (6.36) kifejezése és a (6.11)
egyenlet felhasznalasaval:

—S,:(%] =% (W +RTInx)=-S*+Rlnx, | (6.42)
or ),, or

aminek alapjan az elegy moldaris elegyedési entropidja:
K
Ais =—RD x;Inx, (6.43)
i=1
Ez azt jelenti, hogy idedlis elegyek képzddése mindig entrdépiandvekedéssel jar.
A parcialis molaris térfogat is eldallithatdé a kémiai potencidl parcidlis derivaltjaként (v.0.

(6.12) egyenlet):

k
Vi:(ay,. =0 (ur+RTInx)=| 4| (6.44)
oP )., P oP
T,n

Az eredménybdl az derill ki, hogy a molaris térfogat elegyedéskor nem valtozik, ami a (6.5)
egyenlet értelmében természetesen azzal jar, hogy az dssztérfogat sem. Megallapithatjuk tehat, hogy
idedlis elegyek keletkezése soran a térfogat nem valtozik, azaz elegyedési térfogatuk zérus.
Korabban belattuk, hogy a parcidlis molaris mennyiségek kozott ugyanolyan alaka Ossze-
fliggések érvényesek, mint a megfeleld extenziv mennyiségek kozott (ez az alapja az S; és a V; fenti
eldallitasanak 1s). Ennek kihasznalasaval szamithatjuk a tovabbi elegyedési tulajdonsagokat. A

H, = +TS, (6.45)

egyenletbdl kovetkezd

Amixh = Arnixg. + TAmixS (646)
Osszefiiggés alapjan az elegy molaris keveredési entalpidja
K K
Auixh=RTY x,Inx,~TRY x,Inx, =0 (6.47)

P i1
Ez azt jelenti, hogy idedlis elegyek képzddésekor az entalpia nem valtozik, azaz allandd nyomason
az elegyedés nem jar sem melegedéssel, sem lehtiléssel.
A molaris elegyedési belso energia az
U,=u —PV +T5, (6.48)
egyenletbdl kovetkezden

A u=A_.g—PA_ v+TA (6.49)

mixS
ugyancsak zérus, hiszen a (6.46) egyenlet értelmében a Apix g + T Apix 5 18, €S @ Anix v 1S Zérus.
A molaris elegyedési szabadenergia az

F, = -PV, (6.50)
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egyenletbol kovetkezden
Amix](‘ = Amixg - PAmixV (651)
alakban szamithato, és a (6.41) egyenlet, valamint a keveredési térfogat Anix v = 0 értéke alapjan
K
Ay =RTY x Inx, (6.52)
i=1
Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy idealis elegyek keletkezésekor az elegyedés soran a
térfogat, a belsd energia és az entalpia nem valtozik, mig a (6.41) egyenlettel 6sszhangban az

entropia nd, a szabadenergia ¢és a szabadentalpia pedig csokken.

6.2.3. Alternativ vonatkoztatasi rendszerek
Idealis gazelegyek komponensei kémiai potencialjanak (6.32) kifejezését atalakithatjuk
#(T.p,)~#(T.P)=RT I (6.53)

alakba. A 6.2.1. alfejezetben alkalmazott gondolatmenet akkor is hasonld eredményre vezet, ha az
adott komponens p; nyomasra tagitasdhoz kiindulasi allapotnak nem a P 0ssznyomast, hanem
valamely mas parcidlis nyomast valasztunk. Ha egy adott komponens nyomadsa a gazelegyben p; -

161 p; »-re valtozik, akkor a (6.53) egyenlet

b;
Hi (T’pi,z)_lui(Tﬂpi,l) =RTIn—> (6.54)

il
alakban irhat6. Idealis gazban a parcialis nyomasokra érvényes (6.26) egyenlet alapjan felirhato:

n.RT n.
=it =i RT=¢,RT 6.55
D 7 7 ; (6.55)

ahol ¢; a szokasos mol /dm’ egységben kifejezett moldris koncentracié. Ebbél kovetkezben a (6.54)

egyenlet
(T P.c, )~ 1,(T.P.c,,) = RTIn Z’Vz (6.56)
i
alakban is érvényes. Nyilvanvalo, hogy allandé nyomdason ugyanigy felirhato a
14T\ P,x,,)— u,(T,P,x,,) = RTIn i“ (6.57)
il
egyenlet is. A fenti egyenleteket atirhatjuk az aldbbi alakba:
(T,x,) = (T, x, )+ RTIn—= (6.58)
i,ref
w(T,p)) = (T, p, ., )+ RTIn—L— (6.59)

i,ref
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¢

w(T,c;)=w(T,c,,, )+ RTIn (6.60)

iref
Folyadé¢kelegyekben az m; molalitas (az i-edik komponens 1 kg oldoszerre vonatkoztatott anyag-
mennyisége, amit mol/kg egységben szokas kifejezni) is jo kozelitéssel aranyos a moltorttel kis m;
értekeknél, ezért negyedikként felirhatjuk a

m;

w (T, P,m) = (T,P,m,,)+RTIn (6.61)

M, o

egyenletet is. A fenti négy egyenlet azt fejezi ki, hogy egy elegykomponens kémiai potencialjat
megadhatjuk barmilyen referenciaédllapotra vonatkoztatva, a referenciaallapotbeli koncentraciot (és
akar moltort, akar molaris koncentracié vagy molalitas formajaban megadhatjuk. (Parcidlis nyomast
nyilvan csak gédzokban van értelme hasznalni.)

Nagyon fontos azonban szem el6tt tartani, hogy az idealis elegy definicidja a mdltorttel
megfogalmazott (6.36) egyenlet, ezért pontos szamitdsokhoz a t6bbi koncentracié a fenti alakban
csak abban az esetben alkalmazhatd, ha azok ardnyosak a moltorttel. (Amint lattuk, idedlis gazok
elegyeiben mind a p; parcialis nyomas, mind a ¢; molaris koncentracio ilyen.) Vizsgaljuk meg ebbdl
a szempontbol a ¢; és az m; koncentraciokat. A szamlaloba az i-edik komponens anyagmennyiségeét,

a nevezdbe pedig a térfogat helyébe az elegy p slirliséggel megszorzott 6ssztomegét irva az n dsszes

anyagmennyiséggel egyszeriisithetiink:

c = pxin __PX (6.62)
i K - K
nzlijj Z:‘ijf
j= Jj=

(M; a komponensek molaris tomege.) frjuk at az egyenletet Ggy, hogy a nevezdbeli Gsszegben

valasszuk kiilon az 1-el indexelt komponenst az Osszes tobbitdl, és ennek a komponensnek a

crer

S P (6.63)
xM, +ijMj

Jj=2

A ¢ koncentracio fenti kifejezése az x; moltort €s a tobbi x; moltort fiiggvényében azt mutatja, hogy
a ¢; s x; aranyossaga csak akkor teljesiil, ha a p slirliség az dsszetétellel nem valtozik, tovabba ha az
i-edik komponens M; molaris tdmege megegyezik a tobbi komponens atlagos molaris tomegével.
Egyébkeént az 6sszefliggés csak kis c;-k esetén kozelitdleg linearis.

Oldatokban hasznalatos az m; molalitas is a koncentracid kifejezésére, ami az i-edik

komponens 1000 g oldoszerben oldott anyagmennyisége. Mivel az olddszer ilyenkor gyakran az
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Osszes tobbi komponenst jelenti, az oldott anyagnak tekintett komponenst 1-es indexszel jelolve

annak molalitasara felirhato:

—x, K1000 (6.64)
ij M,
j=2

(Az 1000 a szamléaloban azt is jelenti, hogy az M; molaris tomeget gram/mol egységben adjuk

m

meg.) Ha az olddészert egyetlen komponensként kezeljiik, annak n, 6sszmolszadmat n; + ny-vel
elosztva kapjuk az olddszer x, moltortjét. Mivel x, = 1 — x|, ezért a fenti egyenlet az alabbi alakba
irhato:

1000 (6.65)

Az eredménybdl lathatd, hogy az m; molalitas csak annyira ardnyos az x; moltorttel, amennyire az
x1/(1 —x;) hanyados aranyos x;-el.
A fenti megfontolasok alapjan azt mondhatjuk, hogy idealis elegyek kémiai potencidljanak

megadasara a definicioként hasznalt
#(T.P.x)= 4t"(T.P)+ RTIn - (6.66)
Osszefliggeés helyett gadzelegyekben alkalmazhatjuk a

(T, P, p,) = (T, P,p,,, )+ RTIn—Li (6.67)
pi,ref
egyenletet, az i-edik komponens kis koncentracigja esetén pedig jo kozelitéssel a

w(T,P,c;) = (T, P,c, )+ RT In—

(6.68)
ci,mf

m;

w(T,P,m) = (T,P,m,, )+ RTIn (6.69)

i,ref

egyenleteket is.

6.2.4. Aktivitas és standard allapot

A (6.66) — (6.69) egyenletek alakja nagyon hasonld; azokban a referenciadllapot kémiai
potencialjdhoz adddik a koncentraciok hényadosanak R7-vel megszorozott logaritmusa. A
koncentraciok hanyadosa visszavezethetd az aktivitdsok hanyadosara. A

U, =RTIn A (6.70)
Osszefiiggésben szerepld A; mennyiséget nevezzilk abszolut aktivitasnak, amibdl lathato, hogy

kémiai potencidlok kiilonbségét a megfeleld aktivitasok hdnyadosaval fejezhet;jiik ki:

Ly — 1, =RTln% (6.71)

1
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a =" (6.72)

i, ref
hanyadost a referenciadllapotra vonatkoztatott relativ aktivitasnak nevezziikk. Ennek tiikkrében a
(6.66) — (6.69) egyenletekrol azt mondhatjuk, hogy azok egyarant felirhatok az altalanos

=4, +RTna, (6.73)

alakban. A 4 ,.rhelyett azonban igen elterjedten hasznalatos a £ jeldlés, amit a tovabbiakban mi is

alkalmazunk.' Ha tehat nem okoz félreértést az egyszertisitett jelhasznalat, akkor az dsszetételfiiggd
kémiai potencialt a
U, = u° +RTIna, (6.74)

alakban irjuk fel, ahol az a; mennyiség valamely Osszetételi valtozo (x;, p;,c; vagy m;) €s a
megfeleld referenciadllapot Osszetételi valtozojanak hanyadosa, ami megegyezik a /; abszolut
aktivitdsok hanyadosaval.

A jeldlések valamivel informativabb, de nem egészen helytallo véltozatat akkor kapjuk, ha az
a; aktivitasok helyébe magat az Osszetételi valtozot irjuk, és odaképzeljiik a referenciaallapot
Osszetételi valtozdjaval torténd osztast. Mas szdval azt is mondhatjuk, hogy a referenciaallapot
koncentraciojat (vagy parcialis nyomasat) éppen egységnyinek tekintjik, a képletben pedig az
ugyanilyen egységben kifejezett koncentracid (vagy parcidlis nyomads) mérdszamat szerepeltetjiik —
ami igy éppen megegyezik a relativ aktivitas (6.72) egyenletben definialt értékével. (Természetesen
csak akkor, ha az adott koncentraci6 ardnyos a moltorttel). Mivel ez utobbi jelolésmod
meglehetdsen elterjedt, a kiillonb6zo lehetdségeket a 6.1. tdblazatban 6sszefoglava is bemutatjuk. Ha
nem okoz problémat, a tovabbiakban néhany esetben hasznalni is fogjuk ezt a specidlis
jelolésmodot. A tablazatban bemutatott relativ aktivitdsok koziil az x; moltdrttel nincs probléma,
hiszen az amugy is dimenzidémentes szdm. A ¢; molaris koncentracid és az m; molaritas esetén a
vonatkoztatasi allapot szinte kizardlag az egységnyi koncentracidju elegy, igy azoknal a logaritmus
argumentumaként a mol/dm’-ben, illetve mol/kg-ban megadott mennyiségek mérdszdmait
szerepeltetjilk. A p; parcidlis nyomdas esetében a helyzet mar nem ennyire egyszerli, mert a
vonatkoztatasi rendszer az atmoszferikus nyomasu tiszta gdz, aminek a nyomasa SI egységben nem
1, hanem 101 325 Pa, igy ennek alkalmazasa esetén a korrekt eljaras a p;/p®, azaz p;/101 325 Pa
értelemben hasznalt ,p;”. (Megjegyezziik, hogy eredetileg nem 101 325 Pa, hanem 1 atm volt ez az

"' A © jel hasznalatat Lord Plimsoll (1824-1898) brit politikus tobbszori parlamenti eléterjesztésének hatasara tették
kotelez6vé teherhajok megengedett torvényes meriilési mélységének jelzésére azok kiils6 felilletén. A jelet magyarul
is plimsoll-nak irjuk, de magyar kiejtése kozeliti az angolt: plimszol. A plimsoll hasznalatat a referenciaallapot
jelolésére az IUPAC vezette be 1970-ben, de az ajanlas lehetdvé teszi a — ritkabban el6forduld — © jel hasznalatat is.
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egység, igy régebben az atmoszféraban megadott p; parcialis nyomas is felfoghatoé volt egyszeri

mérdszamkeént.)

6.1. tdblazat. A 1 = u® + RTIna, egyenlet alakjai kiilonbozé Osszetételi véltozokkal megadott a; relativ aktivitdsok
esetén idedlis elegyekben, valamint a hozzajuk tartozo referenciaallapotok. A p;, ¢; és m; a tablazatban
mindeniitt a megfeleld mennyiség mérdszamat jelenti a referenciadllapotnak mint egységnek alkalmaza-

saval, azaz rendre p;/p®, c;/c® és m;/ m® hanyadosként értendd.

rendszer kifejezés 42 jelentése megjegyzes

minden elegy M, =u° +RTInx, tiszta komponens p;-je mindig pontos

p° nyomasu
gazelegyek u=u°+RTInp, tiszta komponens p;-je mindig pontos
(p° éltalaban 101 325 Pa)

crer

¢ koncentracioj allando stirtiségli
U, =u +RT1nc, komponens y;-je hig oldatokban
(c® altaldban 1 mol/dm®) | kozelitdleg érvényes

folyékony oldatok
idedlis gazok elegyei

cre

m* koncentracioju
folyékony oldatok M, =uS +RTInm, komponens y;-je
(m® altalaban 1 mol/kg)

hig oldatokban
kozelitleg érvényes

A tablazatban szerepld referenciaédllapotokat az IUPAC 1970-ben megfogalmazott ajanlasa
kitiintett allapotokként kezeli. Ennek megfelelden az 101 325 Pa nyomast standard nyomasnak, az 1
mol /dm’-t standard koncentricionak, az 1 mol/kg-ot pedig standard molalitisnak nevezziik. A
moltort standard értéke értelemszertien 1. Az IUPAC ugyan mar 1985-ben hozott olyan ajanlast,
hogy a standard nyomas ne a régi standard atmoszféra, azaz 101 325 Pa legyen, hanem chelyett az
egységként ,.simabban” hasznalhato 1 bar= 10 Pa, ez azonban még nem igazan terjedt el.
Mindenesetre érdemes kelld figyelmet forditani arra, hogy pl. tablazatokban milyen standard
nyomasra vonatkozik a keresett adat.

Az emlitett kitiintett referenciallapotokat standard dllapotnak nevezzik, és a u° jelolést is

jobbara ezekre vonatkoztatjuk, ezért azt standard kémiai potencidlnak is nevezhetjik. Ez az
elnevezés konkrétabb értelmet nyer redlis elegyek esetén, ahol viszont a tiszta anyagot kivéve
egyuttal el is vesziti azt a tulajdonsagat, hogy valamely tiszta anyag vagy elegy megfeleld
tulajdonsaga (nyomdsa vagy koncentracioja) lenne. A standard allapotnak ez a jelentése — fizikai

megvalosithatosaga — kizarolag idealis elegyekben van meg.

6.3. Redlis elegyek termodinamikai leirdsa

Idealis elegyek éppugy nincsenek, mint ahogy idedlis gazok sem léteznek. Amint azonban az
idedlis gaz kozelités tobb-kevesebb pontossaggal kielégitd lehet gazok leirasara, ugyanigy az idealis
elegyek termodinamikai leirdsa is felfoghatd ilyen kozelitésként. Amint idedlis gazok allapot-
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egyenlete bizonyos hatarartékek esetén matematikai értelemben pontos, ugyantiigy pontosak idealis
elegyek leirdsara hasznalatos termodinamikai Osszefliggések megfeleld hatarértékekben. Végil a
valosdgos esetek leirasa is Osszehasonlithato: amint a fugacitds ,,megoldja” reélis gazok kémiai
potencialjanak leirasat az idedlis gaz fundamentalis egyenletével, ugyanigy az aktivitds megfeleld
modositasa teszi hasznalhatova az idealis elegyekre érvényes termodinamikai formalizmust realis

elegyekben is. Errél a modositasrol szol ez az alfejezet.

6.3.1. Redlis gazok elegyei

Redlis elegyek leirasahoz idézziik fel, hogyan kaptuk meg idedlis gazelegyben az adott p;

parcidlis nyomast komponens kémiai potencialjat. A (6.31) egyenlet szerint ez
pi
u(T. p;) = (T, P)+ [V, dp
P

alakban irhat6. Ha az i-edik elegykomponens nem idedlis gazként viselkedik, akkor a V; parcialis
molaris térfogat nem azonosan R7/p;, igy nem alkalmazhato ra a 6.1. tdblazatban szerepld, idealis

elegyekre érvényes

ui(T.p)) = (T.P%)+ RTIn—- (6.75)
osszefiiggés. Irjuk fel a (6.31) egyenletet realis és idedlis elegyre is, és vonjuk ki egymasbol a két
egyenletet:

i R
w(T, p) = 1 (T, p;) = 12 (T, P°) = p2(T, P¥) + I (V —p—}dp (6.76)
PQ

A w(T,p,)— (T, p,) kiilonbség neve tébblet kémiai potencidl, jele pedig a latin eredetii angol
wexcess” sz6 kezdobetlijére utald uF. A tobblet kémiai potencidl az idealistol valo eltérés mértéke,
ezért ha a nem-idealis kémiai potencial kifejezésében szerepld vonatkoztatasi 4 -t is idedlis elegy-
tulajdonsagként (azaz a u®(T,P° )= 24 (T,P°) azonossag alapjan) rogzitjiik, akkor az idealitas-
tol valo eltérés mértéke a (6.76) egyenletben szerepld integral. Tudjuk, hogy a nyomds csokke-
nésével egyre csokken az eltérés az idedlis gaz viselkedésétdl, és nyilvan ugyanezt varjuk el a
gazelegy minden komponensétdl. Ez azt jelenti, hogy elegendden kis nyomason mar ideéalisként

viselkedik a redlis gazelegy is. Valasszuk ezért a P® vonatkoztatasi nyomast éppen zérusnak. Ekkor

biztosan azonos lesz 1 és p°¢ értéke, azaz kiilonbségiik zérust ad, az integralast pedig zérus also

hatartdl kell elvégezni:

(T, p)— (T, p,) = I(V—p—)dp (6.77)
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A jobb oldalon all6 integral azonos a (4.92) egyenlettel szdmithatdé RT In ¢; fiiggvénnyel, ahol
¢; az i-edik komponens fugacitisi tényezdje'. Helyettesitsiik be a fenti egyenletbe a 2.*(T, p,)
kémiai potencial (6.75) kifejezését, és az integral helyére irjuk be az RT In ¢; fiiggvényt. Atren-

dezés utan a kovetkezo kifejezéshez jutunk:
,ul.(T,pl.):y;@(T,Pe)+RTln£—é+RTlngol. (6.78)
Ez atirhat6 az egyszerilibb

(T, p,) = pe(T,P°)+RT In 2L (6.79)

Pe
alakba. Nem szabad elfelejteni, hogy a fenti kifejezés az idedlis elegy kémiai potencidljdnak

behelyettesitésével keletkezett, azaz a u°(T,P°) standard kémiai potencial az idedlis elegy
standard kémiai potencialjabol ,,6roklédodtt at”. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy 4°(T,P°) az adott

komponens kémiai potencidlja egy hipotetikus idedlis elegyben a vonatkoztatasi nyomason, az adott

hémérsékleten:
pe () = lim {ui(f,pi,co,-,x)—RTln"’f—é’f} (6.80)
pi—0 P

Masképpen azt is mondhatjuk, hogy adott p; parcidlis nyomason a logaritmus alatti tort

szamlalojaban a korrigalt ¢, p; szerepel, mig a x°(T) standard kémiai potencialt ugy kell érteni,

hogy az ugyan a P°-lal megegyezd értékii ¢; p; nyomashoz tartozik (mert ekkor lesz egyenld a tort
1-el, igy a logaritmus zérus), de értéke olyan, mintha a P® nyomason az adott giz ideélis gazként
viselkedne. A zérus nyomdson vett hatararték miatt a standard értéke a nyomastol nem, csak a
hémérséklettdl fligg, ezt fejezi ki az is, hogy az argumentumai k6zo6tt nem szerepeltetjiik a nyomast,
csak a hémérsékletet. A standard értékét barmely P° nyomason ugy kapjuk meg, hogy a zérus
nyomason szamitott értéket extrapolaljuk a megfeleld nyomasra. A szdmitott ¢; korrekcids tényezd
barmely p; nyomason figyelembe veszi az ideélis standardtdl valo eltérést. Ugy is fogalmazhatnank,
hogy a végtelen kis nyomason kapott standard mennyiséget az idealis elegyre érvényes Osszefiiggés
alapjan mindig az adott P° nyomasra extrapolaljuk. Ezt az értelmezést szemlélteti a 6.2. dbra. A
0; pi »eftektiv nyomast” Lewis nyoman fugacitisnak nevezzik, és ennek megfelelden f;-vel jeloljiik.

Ugyanezen ok miatt nevezzik a ¢; mennyiséget fugacitasi tényezonek.

! A fugacitast Gilbert Newton Lewis amerikai kémikus (1875-1946) vezette be 1908-ban a kémiai potencial szamitasara
tobbkomponensii gazelegyekben. Az f; = ¢, p; mennyiséget tulajdonképpen parcidlis fugacitisnak kellene nevezni a
parcidlis nyomds mintdjara, hiszen az elegykomponensek fugacitdsa altaldban nem azonos a tiszta komponensek
fugacitasaval a megfeleld p; nyomason. Ez az elnevezés azonban nem terjedt el, igy ebben a kdnyvben sem hasznaljuk.
A fugacitas sz6 a latin figa = szO6kés, menekiilés, és a latin eredetii kapacitas (képesség) szavak Osszetételébdl
keletkezett, és a gazok ,,elillanasi képességét” szandékozik kifejezni.
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6.2. abra. A standard allapot értelmezése fugacitassal megadott kémiai potencial esetén.

Ha a zérus nyomason vett hatarérték 1étezése és a fugacitasi tényez6 (4.92) egyenlettel torténd
szamitasanak lehetésége nem szorul bizonyitasra, formalisan egyszeriibben is megkaphatjuk reélis
gazelegyek komponenseinek kémiai potencialjat. A kémiai potencialt felirhatjuk a kovetkezo-

képpen:
w(T.p)= i (T.p)+ i (T.p) = 2 (1) + RTIn— Lt 4 (T p) (6.81)
Célszerliségi okokbol fejezziik ki a uF tobblet kémiai potencialt RT In ¢; alakban:
1 (T, p,) = yie(T)JrRTlnIf—éJrRTln o, (6.82)
Az egyenletet rendezziik at
1(T,p,)= 2 (T)+RTng, (;’—g] (6.83)

alakba. Formalisan tehat megtartottuk az idedlis elegyre érvényes (6.75) Osszefiiggést, ,,mindossze”
egy korrekcios tényezdt kellett abba beirni. A megoldas természetesen csak formailag tiinik
egyszeriinek vagy elegansnak, hiszen a ¢; korrekcids tényez6t ugyis ki kell szamitani a (6.77)
egyenlet alapjan, valamint meg kell hatdrozni a megfeleld standard kémiai potencialt is a (6.80)
egyenlet alapjan. A képletek irdsmodja azonban kétségkiviil egyszerii ebben a formédban. A (6.83)
egyenletben nem szerepel mas, mint az idealis p;/P® aktivitis megszorozva a ¢; korrekcios
tényezOvel, igy formailag a korrekcids tényezd jelenti az egyetlen kiilonbséget az idedlis elegy
kémiai potencialjanak kifejezéséhez képest. Formai szempontbdl tehdt azt mondhatjuk, hogy az

idedlis kémiai potencial kifejezésében szorozzuk meg a relativ aktivitast a

UE(T,p)=RTIn A (6.84)
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alakban definialt A t6bblet abszolut aktivitdssal. Lathatd, hogy A% éppen megegyezik a ¢;

korrekcios tényezdvel.
A tovéabbiakban redlis elegyek kémiai potencialjat az itt vazolt formai modositasok alkal-

mazasaval irjuk fel egyéb Osszetételi valtozokkal torténd kifejezések esetén is.

6.3.2. A kémiai potencial kifejezése moltorttel

A parcidlis molaris mennyiségeknek kitiintetett szerepiik van elegyek termodinamikai leira-
sdban, azokat pedig a (6.7) egyenlet szerint legcélszerlibben az x; moltortek fliggvényében
kezelhetjilk. Erdemes ezért visszatérni realis elegyek esetén is a kémiai potencial moltortfiiggd
kifejezéséhez. Alkalmazzuk ebben az esetben is az el6z0 alfejezet végén vazolt eljarast: vezesslink

be egy korrekcios tényez6t a pF tobblet kémiai potencidl alapjan, és definidljunk egy annak meg-

feleld standard kémiai potencialt. A (6.36) egyenlet igy
i =¥+ RTInx, + uF (6.85)

alakban irhato. A szokdsos uF = RTIn A" helyettesitéssel, a A} -t ezittal f-vel jelolve a

M, =u*+RTIn f x, (6.86)
egyenlethez jutunk. Az a; = f;x; mennyiséget relativ aktivitasnak, az f-t pedig relativ aktivitdsi
tényezonek nevezzik. (Sajndlatos moédon a relativ aktivitasi tényez0 jeldlésére ugyanaz az f; jelolés
hasznalatos, mint a fugacitas jelolésére. Erdemes ezért mindig odafigyelni, hogy az fi-t melyik
szerepében alkalmazzuk.) Hasznalatos ezen kiviil a tiszta anyagra vonatkoztatott aktivitas, illetve
aktivitasi tényez6 elnevezés is. Koénnyen belathatd, hogy a x* standard kémiai potencial a (6.86)
egyenletben is a tiszta komponens kémiai potencidlja az adott hdmérsékleten és nyomdson. Ha
ugyanis az x; moltort tart az 1-hez, az elegy viselkedése is tart az idealishoz, ezért az f; aktivitasi
tényez0 is egyhez tart, * pedig az idedlis elegy kifejezésében szerepld tiszta komponens kémiai
potencidljdhoz.

Fontos megjegyezni, hogy a
uF =RTIn f, (6.87)
egyenlet alapjan ezuattal is kiszdmithatjuk az f; értékét az allapotegyenlet ismerete esetén. Az

allapotegyenletbdl ugyanis ki tudjuk szamitani x;-t, a (6.85) egyenlet atrendezésével pedig a uF
tobblet kémiai potencialt:
uf = p,— 1 —RTnx, (6.88)

A kémiai potencial (6.86) kifejezését szokas a Raoult torvénynek megfelelo kifejezésnek is nevezni.

Ennek eredetérdl a 7.4. alfejezetben olvashatunk.
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A (6.86) egyenlet ugyan alapvet6 fontossagu elegyek termodinamikai leirasaban, de hasznalata
nem mindig célszerli. Ha olyan elegyiink van, amelyben az adott komponens tiszta allapotban az
elegynek megfeleld halmazallapotban nem létezik, akkor hasznéalatanak nincs értelme. Etanol-viz
elegyek esetén pl. mind az etanol, mind a viz tiszta allapotban is el6fordul ugyanabban a
halmazallapotban (kdzonséges koriilmények kozott folyékonyan), mint az elegy maga. Ha viszont
vizben oxigént vagy cukrot oldunk, az elegy ugyan folyékony, de az oxigén kozonséges
koriilmények kozott gdz, mig a cukor szilard. Ilyenkor nyilvanvaléan nem célszerli azok kémiai
potencidljanak Osszetételfiiggését ugy megadni, hogy az abban szerepld standard kémiai potencial a
tiszta oxigéngazra, vagy a szilard cukorra vonatkozzon. Az ilyen esetekben gy célszerli eljarni,
hogy a standard allapot ne az x; = 1, hanem az x; = 0 koncentraciora vonatkozzon. Ez természetesen
nem azt az elegyet jelenti, amiben egyaltalan nincs a kérdéses komponensbdl semennyi sem, hanem
a kérdéses komponenst tartalmazd elegyben ennek a komponensnek x;=0 koncentraciora
extrapolalt kémiai potencialjat. (Hasonléan a nem-idealis gazelegyek zérus nyomadsra vonatkoztatott

standard allapotahoz.) Az igy megfogalmazott kémiai potencialt az alabbiak szerint irhatjuk fel:

W =ps +RTIny  x, (6.89)

Az a;=7y,;x; mennyiséget raciondlis aktivitdsnak', y.; -t pedig raciondlis aktivitdsi tényezének
nevezzik. Az elegyet az i-edik komponensre nézve akkor tekintjiik idedlisnak, amikor az erre a

komponensre nézve végtelen hig. A 12, ebben az esetben az a hipotetikus kémiai potencial, amely

a folyékony i-edik komponenst jellemezné, ha az a végtelen hig oldatnak megfeleld allapotban
lenne tiszta folyadékként. (Hasonl6 a helyzet ahhoz, amit a 6.2. dbra szemléltet gazelegyek esetén.)

Nyilvanvalo, hogy ilyen folyadék nem létezik, ezért hipotetikus a standard allapot. Termé-
szetesen ezuttal is fel tudunk irni egy pontos kifejezést, amely megadja a standard kémiai

potencialt:

#S(T,P)=lim [4.(T,P,x,)~RTInx, | (6.90)
Ez azonban nem jelent tobbet annal, mint hogy a (6.89) egyenletben a 4, pontosan az a konstans,

amit ha beirunk, akkor az egyenlet a kémiai potencial helyes értékét adja. Ez a uf; tehat nem a

vonatkoztatasi allapot kémiai potencidlja (hiszen ilyen allapot nem Iétezik), csak a kémiai
potencidlt megad6 (6.89) egyenletben egy Osszetételtdl fliggetlen (ilyen értelemben konstans)
mennyiség. Ez a mennyiség azonban allapotfiiggvény, és amint lathatjuk a késdbbiekben, tobb-

komponensii rendszerek egyenstlyainak leirasaban fontos szerepe van.

! A latin, illetve az azonos alak( angol ratio = arany sz0bol szarmazik, és a moltortnek ,,moélarany” eredetére utal.
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6.3.3. A kémiai potencial kifejezése oldatkoncentracidval

A kémiai gyakorlatban gyakran taldlkozunk olyan reakciokkal, amelyek nem tiszta anyagok,
hanem valamely oldészerben oldott anyagok kozott jatszodnak le. A megfeleld rendszerekben
ilyenkor gyakran nem a moltort, hanem a molalitds vagy a molaris koncentracio szokott lenni a
szamontartott Osszetételi valtoz6. Hagyomanyos, gyakorlati okokbol ezért ilyen esetekben a
megfeleld koncentraciokkal kifejezett kémiai potencial hasznalatos. A 6.2.3. fejezetben részletezett
okokbol a ¢; molaris koncentracié a stirtiségtdl is fligg (ami pl. hdmérsékletfliggd is), aranyossaga a
moltorttel pedig a komponensek moldris tomegeinek viszonyatol fliggdé modon teljesiil adott
kozelitéssel, ezért a termodinamikaban elterjedtebben hasznalatos az m; molalités.

Molalitassal kifejezett koncentracid esetén is alkalmazhatjuk a ,,formalis receptet” realis
elegyekben a kémiai potencial kifejezésére:

#,(T.P.m,.x) = u2,(T.P)+ RT "+ 1i¥(T, P,m,.x) (6.91)
m:

1

A uF = RTIn 2% 6sszefiiggésben A -t eztttal y,, -vel jelolve, a valtozok elhagyasaval a

u=p2, +RT1nym,,-(i;J (6.92)
m

Osszefliggéshez jutunk. A y,,;(m;/m? ) szorzatot szokds gyakorlati aktivitasnak, a y,,; szorzot pedig
gvakorlati aktivitasi téenyezonek nevezni. Haszndlhatjuk ezen kivill a molalitasra vonatkoztatott
aktivitas és aktivitasi tényezo elnezvezést is. A standard allapot természetesen ezuttal is hipotetikus,
amelyet az alabbi hatarartékkel adhatunk meg:

1© (T, P) = lim {M (T,P,mi)—RTlnﬂ} (6.93)
’ m;—> 0 me

A fentihez teljesen hasonld gondolatmenettel jutunk a molaris koncentracioval kifejezett
kémiai potencialhoz. A uF =RTInA" Osszefuggésben A -t ekkor y.-vel jeloljik, a kapott

Osszefiiggés pedig

4, =S +RTny, [—j (6.94)
£ £ cle,

A y.i(ci/c?) szorzat neve (molaris) koncentrdciora vonatkoztatott aktivitas, aminek megfeleldéen

v..i neve (molaris) koncentraciora vonatkoztatott aktivitasi tényezo. A (hipotetikus) standard allapot

az alabbi hatarartékkel adhatéo meg:

#5(T,P) = lim {M(T, P,m;)—RT ln%} (6.95)
c;i—> C!

1
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6.3.4. Standard allapotok és aktivitasok attekintése

Az aktivitasok hasznalata elegyek termodinamikdjaban elkeriilhetetlen, de a fentiek alapjan
megfeleld koriiltekintést igényel. Amint lattuk, aktivitdsnak nevezziik mind a tiszta anyagra, mind a
végtelen hig dallapotra mint standard allapotra vonatkoztatott megfeleld relativ aktivitdsokat,
utdbbiakat akkor is, ha nem moltorttel, hanem molalitassal vagy molaris koncentracioval fejezziik
ki. Gyakran nem szokas feltiintetni az aktivitasi tényezében, hogy az milyen koncentracidra vonat-

kozik, az aktivitasban pedig szinte soha nem jelenik ez meg. A legtobb esetben csak az altalanos
U, =u®+RTna, (6.96)

egyenlet szerepel a kémiai potencidl 0sszetételfliggésének leirdsara. Természetesen ilyenkor mindig
tudni kell, hogy mire vonatkozik az aktivitasi tényezd és mi a standard kémiai potencial.
Mielott a kiilonbdz0 vonatkoztatdsi allapotokkal megadott mennyiségek egymdashoz vald

viszonyat attekintjiik, foglaljuk 6ssze tulajdonsagaikat tablazatosan.

6.2. tablazat. A redlis elegyekre érvényes ;= ° +RTIna; egyenletben szerepld a; aktivitds és u° standard kémiai

potencial jelentése kiilonbozo dsszetételi valtozok és vonatkoztatasi allapotok esetén.

a; aktivités elnevezés u° standard mennyiség jelentése feltételek
relativ aktivitas minden
fix; (tiszta anyagra w*(T,P) 0<qx <1
o Vona.tk'orztatott (a tiszta anyag kémiai potencialja) 5sszetételnél
aktivitas)
S (T,P)=lim |, (T,P,x;)—RT Inx,
(moltortre a ) %0 [,u ] minden
Vi X vonatkoztatott) (hipotetikus tiszta komponens kémiai 1étezd x;
racionalis aktivitas potencialja a vegtelen higitasnak osszetételnél
megfeleld allapotban)
. 42,(T,P)= lim | 44,(T,P,m)~RTIn—"
. molalitasra ’ m;—0 me
"’ mz(m_lej Vlci)?aﬂ:’oztatott (az m? =1 mol/ kg koncentracioji oldatokban
axiivitas hipotetikus idealis elegyben a végtelen
higitdsnak megfeleld allapotban)
) p2(T,P)=lim | (T, P,c,)~ RTIn——
c koncentraciora ’ ;=0 c?
J/c,[?j Vl(()?aﬂtqroztatott (a co=1mol/ dm® koncentraci oja oldatokban
i aktivitas
v hipotetikus idedlis elegyben a végtelen
higitasnak megfelel6 allapotban)
u2 ()= lim {ui<T,pi,<o,.,x>—RT1n<”f—§} |
Pi " pi—0 P minden
®; (—ej fugacitas \zeleovh
P (pipi = P° nyomasu hipotetikus idedlis gazelegyben
elegyben a vonatkoztatdsi nyomason)
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Tudjuk, hogy maga a y,; kémiai potencial — mivel allapotfiiggvény — fliggetlen a vonatkoztatési
alap, illetve az q; relativ aktivitds megadasahoz hasznalt koncentracidegység megvalasztasatol, ezért
az Osszehasonlitasokhoz felirhatjuk a kémiai potencidlok egyenldségét a kiilonbozd vonatkoztatasi
rendszerekben, ha azok ugyanolyan Osszetételii elegyre vonatkoznak. Tekintsiik eldszor a (6.86) és

(6.89) egyenletek alapjan felirhato alabbi egyenldséget:
(T, P)+RT In f,x; = uZ,(T,P)+RT Iny ;x, (6.97)
A ¥ és uf, standardek kiilonbsége ennek alapjan:

¥ —pus =RTIny x,—RTIn fx, = RTIn Vi

(6.98)

Mivel p* és w2, koncentraciofiiggetlenek, ezért a y,;/ f; hanyados fiiggetlen az dsszetételtdl, értéke
mindig

*
]

—e AT, (6.99)

Vi

i
Tiszta komponens esetén x; =1, és f; =1, ezért a fenti egyenlet alapjan y,; értéke megegyezik a
jobboldali exponencidlis kifejezés értékével. Mivel x;=0 esetén y.;=1, ezért a végtelen hig

oldatban f; értéke éppen az exponencidlis kifejezés reciproka:

=2 HE=p;

x,=1: fi=1éy =e * | x, =0: ;/x,izlésfize_ RT (6.100)

1 l

Ha tehat g* — 12, pozitiv, akkor x; = 0-nal f; értéke minimalis, és monoton valtozas esetén névekvo

koncentracioval novekszik, mig x; = 1-nél eléri az azonosan 1 értéket. y,; ennek megfelelden x; = 0-
nal 1-rdl indul, és az fi-vel ardnyosan ndvekszik. A viszonyokat erre az esetre a 6.3. dbra bal oldala

szemlélteti. Ha g% — 112, negativ, akkor a 6.3. dbra jobb oldalan lathaté az aktivitasi tenyezok

alakulasa.
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nE > Vi1 nF<p
Yi
fi
1 1
/ Y Y, < 1
0 x, moltort 1 0 x, moltort 1

6.3. dbra. A tiszta anyagra vonatkoztatott f; aktivitdsi tényezd és a végtelen hig elegyre
vonatkoztatott y; aktivitasi tényezO alakuldsa a koncentraci6é fiiggvényében a tiszta
komponens *, illetve erre a komponensre végtelen hig elegy 42, standard kémiai

potencialok viszonyatol fiiggden.

0 x, moltort 1

6.4. abra. A ;— RT In x; mennyisé€g alakuldsa a moltort fliggveényében, ha p* > 1. Az eltérés a

tiszta komponens x* kémiai potencialjatol RT In f;, a végtelen hig elegyre vonatkoz-
tatott 12, kemiai potencialtdl pedig RT In y;.

A 6.4. abrarol az is leolvashato, mit jelent a kémiai potencial vonatkozasaban a y, ; €s az f; aktivitasi

tényezd. A (6.86) és (6.89) egyenletek atrendezésével az alabbi dsszefliggéseket kaphatjuk:
M, —RTInx,= p* + RT In f, és ;= RTInx,= uS +RTIny,, (6.101)

Ebbdl azt lathatjuk, hogy a u;— RT Inx; mennyiséget ugy kaphatjuk meg, hogy a végtelen hig

vonatkoztatasi rendszer esetén a 42, standardhez hozzaadjuk az RTIny,;, mennyiséget, a tiszta

anyagra torténd vonatkoztatas esetén pedig a 1* standardhez adjuk hozzd az RTInf; mennyiséget.
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A bemutatott példaban torténetesen f; < 1, ezért ez a miivelet csokkenti a g* értéket, amint az a 6.4.
abran lathato.

Osszefoglalva tehat azt mondhatjuk, hogy realis elegyekben a tiszta anyagra és a végtelen hig
elegyre vonatkoztatott aktivitasok nem egyeznek meg, és a megfeleld standard kémiai potencialok is
kiilonboznek egymastol. Ha az elegy a teljes koncentracidtartomanyban 1étezik (az elegyedés vagy
mas néven oldhatésag nem korlatozott), akkor a megfeleld termodinamikai adatok alapjan mindkét
standard meghatarozhato, igy a (6.99) egyenlet segitségével a y,; és f; aktivitasi tényezd egyikének
ismeretében a masik kiszamithatd. Az idedlis elegy hataresetében természetesen mind y,;, mind f;

ertéke azonosan 1, amibdl a (6.99) egyenlet alapjan az is kovetkezik, hogy u®, = u*.

A tiszta anyagra vonatkoztatott aktivitdshoz képest a végtelen hig elegyre vonatkozo
aktivitasok hasonloképpen viselkednek akkor is, ha azokat nem moltértben, hanem molalitas vagy
molaris koncentracidé egységekben fejezziik ki. Természetesen ilyenkor végtelen higitasra vonat-
koztatds esetén is mast és mast jelent a standard koncentracio, és mivel altaldban sem a molalités,
sem a molaris koncentracié nem aranyos a moltorttel, varhatdéan mas lesz az ugyanazon koncent-
racidhoz tartozo aktivitasi tényezd értéke is. Az Osszehasonlitasok alapja tovabbra is az, hogy
ugyanolyan Osszetételli elegyben a kémiai potencial értéke fliggetlen attol, hogy milyen formaban
irjuk fel az azt megado fiiggvényt.

A molalitdssal és a moltorttel megadott, végtelen hig elegyre vonatkoztatott aktivitdsok

Osszehasonlitasara a (6.89) és (6.92) egyenletek alapjan felirhato
uS(T,P)+RTIny, x;, = 42 (T,P)+RTIny,, m, |, (6.102)
ahol 7, az m; molalitasnak az m? standard molalitdssal osztott értéke, azaz a standard molalitas

egységeiben kifejezett szamértéke. A fenti egyenletbdl az

ym,imi
n—

RT = p2/(T.P)~ ug,(T.P) (6.103)

Osszefliggést kapjuk. A megfeleld standard kémiai potencidlok kiilonbségét ebbdl az x;— 0
hatarértéknek megfeleléen elegendden hig elegyben kaphatjuk, ahol mind y.;, mind y,,; értéke

azonosan 1, amibol

& (T,P)— u®(T,P _RTIn 6.104
/ux,z /um,z

X.

A molalitas és a moltort (6.64) 0sszefliggése,

1000

1 K
ijMj
=

m

alapjan a standardek kiilonbsége
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1000
Z%Mj

Vj#i

uS (T, P)— w7 (T, P)=RTn (6.105)
Az elegyet kétkomponensilinek tekintve, az oldoszert 0 indexszel jelolve — mivel a jobboldali tort

nevezOdjében xo — 1 — a kiilonbséget a kovetkez6 alakban irhatjuk:

1000

u (T, P)— p) (T,P)=RTIn (6.106)

0
(Az elegyet ugyan kétkomponensiinek tekintjiik, kiemelve az i-edik komponenst és a 0 indexszel
jelolt mennyiségekben Osszegylijtve az Osszes tobbit egyetlen oldoszerkomponensként, mégis
megtartjuk az adott komponens i indexét, mivel az lehet barmely kiragadott komponens.) Két-

komponensi elegyekre ennek megfelelden a (6.103) értelmében

Ymi T, 1000

RTIn =RTIn , (6.107)
yx,i 'x[ MO
amibol
RTInL7 = R71n 1909% (6.108)
J/x,[ miMO

Behelyettesitve m; helyébe a (6.65) egyenlet kifejezését a megfeleld jelolésvaltoztatasokkal, a

7m,i
7,{,[

=1-x, (6.109)

l

eredményt kapjuk. Ebbdl azt lathatjuk, hogy hig oldatokban, ameddig az x; sokkal kisebb mint 1
kozelitést elfogadjuk érvényesnek, a molalitasra vonatkoztatott y,,; értéke kozelitleg azonos a
moltdrtre vonatkoztatott y,; értékével. Ha azonban x; értéke nem elhanyagolhatoan kicsi, akkor ez
az egyenléség nem all fenn, sét az is elmondhatd, hogy ha definicido szerint (a moltdrtre
vonatkoztatva) egy elegy idealis nem elhanyagolhatéan kicsi koncentracidé esetén, a molalitasra
vonatkoztatott y,, ; értéke nem egységnyi.

A fentiekhez hasonléan a molaris koncentracioval és a moltdrttel megadott, végtelen hig

elegyre vonatkoztatott aktivitdsok 0sszehasonlitasabol a (6.89) és (6.94) egyenletek alapjan felirhatd

(T, P)— p=(T,P) = RTIn 245 (6.110)
X.

x,i Vi

ahol ¢, a ¢; molaris koncentraci6 c¢? standard molaris koncentracioval osztott értéke, azaz a

standard molaritas egységeiben kifejezett szdmértéke. Az x; — 0 hatarértéknek megfeleléen kelléen

hig elegyben, ahol mind y, ;, mind y.; értéke azonosan 1:
8T, P)— u2,(T,P)= RTIn - 6.111)
X.

1

Behelyettesitve ebbe a (6.63) egyenletben szerepld
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C, =X, ,OK
XM+ x,M,
Vj#i
kifejezést, a
12T, P)—u2(T,P)=RTn 2 6.112)
x;, M, + ijMj
Vj#i

Osszefiiggést kapjuk. Az elegyet kétkomponensiinek tekintve, a (6.106) egyenlet jeldléseit

alkalmazva ez atirhato

Yo,
(T, P)=pus(T,P)=RTIn 6.113
H He (=x)M,+x,M, ( )
alakba, ami a végtelen hig hataresetben (xo — 1) megadja a két standard kiilonbségét:
1o (T,P)— u°(T,P)= RTIn—2 (6.114)
» ) MO
Ha ezt beirjuk a (6.110) egyenletbe, és egyuttal behelyettesitjiik az
i: (l_xo)Mi+x0M0 (6.115)
G P
hanyadost, a y,; és y.; hdnyadosara kdvetkezd eredményt kapjuk:
Ti o P % My (6.116)

Vi Moc M,

Lathatd, hogy a két aktivitasi tényezd altaladban nem azonos, csak abban az esetben, ha az oldott
anyag moldaris tdmege megegyezik az olddszer atlagos moléris tomegével. Amennyiben ez nem all
fenn, akkor y,; és y.; csak adott kozelitéssel egyenld olyan hig oldatokban, amelyekben x;
elhanyagolhatéan kicsi 1-hez képest. Az altalanos esetre ezuttal is ugyanazt mondhatjuk, mint a
molalitasra vonatkoztatott aktivitasi egyiitthatora: ha x; nem elhanyagolhatoan kicsi 1-hez képest,
akkor a definicio alapjan (a moltortre vonatkoztatva) idedlis elegyben sem igaz, hogy vy.i=1.
Erdemes megjegyezni, hogy a molaris koncentracié hasznalatat az is bonyolitja, hogy a sfiriiségen
keresztiil az a hdmérséklettdl is fligg.

A kiilonboz6 vonatkoztatasi alapok Osszehasonlitasa alapjan azt sziirhetjiik le, hogy termo-
dinamikai szempontb6l a moltoért hasznéalata az indokolt, mivel ez mindig 6sszhangban van az
gyakorlati okokb6l valamely oldatkoncentraciot hasznaljuk, akkor a molalitas azért célszeribb a
molaris koncentracional, mert el6bbi nem fiigg a siirliségtdl, igy ezen keresztiil a hdmérséklettol

sem.
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Fontos még azt is megjegyezni, hogy a végtelen hig elegyre vonatkoztatott mennyiségek — igy

pl. a u? standard kémiai potencialok — fiiggnek az elegy t6bbi komponensének koncentrdaciojatol is,

nemcsak az i-vel indexelt anyagétdl. Nagyon fontos ezért annak ismerete, hogy milyen ,,0lddszer-
Osszetételre” vonatkozik az adott standard és az annak megfeleld aktivitds. Gyakorlati problémak
esetén a standard olddszer lehet nagyon Osszetett is; pl. az orvosi gyakorlatban a vérszérum sokszor

hasznalt vonatkoztatasi 0sszetétel.

6.3.5. Redlis elegyek tulajdonséagai

Amint azt mar pl. a (6.85) egyenlet kapcsan emlitettiik, reédlis elegyek termodinamikai
jellemzésére célszerlien alkalmazhatjuk a termodinamikai tobbletmennyiségeket. A (6.85) egyenlet-

hez hasonl6an altaldnosan barmely X; parcialis molaris mennyiségre felirhatjuk:
X, =X"+X} (6.117)
A szabadentalpia példajan bemutatjuk, hogyan lehet a tobbletmennyiségeket realis elegyek esetén

kiszamitani. Mint tudjuk, a parcialis molaris szabadentalpia a kémiai potencial, amit redlis elegyek-

ben pl.
M, =u?+RTny, x, (6.118)
alakban irhatunk fel. Ebbol
1 =pu®+RTInx, , (6.119)
kovetkezésképpen a tébblet kémiai potencial
i’ =RTIny, . (6.120)

(Megjegyezzik, hogy barmely standard koncentracidé — igy c¢; vagy m; — esetén ugyanezt az ered-
ményt kapjuk.) Ennek alapjan a (6.38) felhasznalasaval a tobblet szabadentalpiat az Osszetétel
fliggvényében
K
G"=RT) nny, , (6.121)
i=1
a molaris tobblet szabadentalpiat pedig
K
g"=RT) x,Iny, , (6.122)
i=1
alakban irhatjuk. Az ismert Osszefiiggések segitségével ebbdl konnyen meghatarozhaté a moldaris
tobblet entropia:

K

og" S (alny/.
st =—| 22— =—R) x;Iny,—RT ) x, : , 6.123
[ orT jp,n ; o zz=1: T )y, ( )

valamint a moldris tébblet térfogat:
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E K
yro| 8 :RTin(Mj (6.124)
oP ), <"\ op ),

Mivel a molaris keveredési térfogat idealis elegyben zérus, ezért a fenti kifejezés egyuttal megadja a

redlis elegy képzddésével kapcesolatos keveredési térfogatot is. A molaris keveredési entalpia a

h* =g" +Ts" | (6.125)
Osszefiliggés szerint szdmithato:
K
h* =RT*Y x, Oy | (6.126)
i=1 aT P.,n

Az igy kapott A" egyuttal a keveredési entalpia is, mivel ideélis elegy képzédésekor a keveredési
entalpia is zérus.

Béarmely tovéabbi termodinamikai tobbletmennyiséget a fentiekhez hasonléan a szokésos
termodinamikai 6sszefiiggéseknek a tobbletmennyiségekre torténd alkalmazasaval szamithatunk ki.
A tobbletmennyiségek kiszamitdsa a fent bemutatott médon gyakorlati szempontbdl altaldban nem
kiilondsebben érdekes. Sokkal fontosabb azok forditott értelmii felhasznélasa: ha kisérleti adatokbol
ismerjiik a tobbletmennyiségeket, azokbdl kiszamithatok az aktivitdsi egyiitthatok. Ha pl. kalori-
metrikus mérésekbdl ismeretes egy elegy hodkapacitdsa, valamint minden komponensének ho-
kapacitasa, akkor ebbdl egyrészt kiszdmithatd az elegyedés entropidja €s entalpiaja, e kettd
ismeretében pedig adott hdmérsékleten a szabadentalpigja. Osszehasonlitva az eredményt az idedlis
elegy szamitott elegyedési szabadentalpidjaval, meghatarozhatjuk a tobblet szabadentalpiat. Ha
ismerjiilk a tobblet szabadentalpiat az Osszetétel fiiggvényében, akkor abbol a 6.1.2. alfejezetben
leirtak szerint kiszamithatjuk annak parcidlis molaris értékét, a tobblet kémiai potencialt. Ebbdl
pedig a (6.120) szerint adodik az aktivitasi tényezd.

Az aktivitasi tényezd homérséklet- és nyomasfiiggésének leirasa is hasonloképpen torténhet. A
hémérsékletfiiggésre a (6.120) alapjan az (F2.23) Gibbs-Helmholtz egyenlet felhasznaldsaval a
kovetkezd egyenletet irhatjuk fel:

(all’l}/i _ a /uiE —_ [_IiE (6 127)
oT )., ©OT\RT RT? ’

(Emlékeztetiink itt arra, hogy a G és H fiiggvényekre felirt Gibbs-Helmholtz egyenlet ugyanugy

érvényes az ezeknek megfeleld parcidlis molaris mennyiségeket leird fliggvényekre is.) Hasonlo-

(aln}/lj _ a luiE _ I/zE (6 128)
oP )., ©oP\RT ) RT '

képpen a nyomasfiiggésre a
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egyenletet kapjuk. Az eredményekbdl azt lathatjuk, hogy az aktivitdsi tényez0 hdémérséklet-
fliggésének leirasdhoz elegendd a parcidlis molaris tobblet entalpia ismerete, a nyomasfiiggés
leirasahoz pedig a parcidlis molaris tobblet térfogat ismerete.

Ha az elegyek tulajdonsagait az Osszetételen tul a hdmérséklet, valamint a nyomas fliggvé-

nyében is le kivanjuk irni, akkor ahhoz sziikség van a u? standard kémiai potencidlok ho-

mérséklet- és nyomdsfiiggésére is. Ez a (6.11) és (6.12) egyenletek szerint

©
L (6.129)
or ),
illetve
©
OKZ | _ye (6.130)
oP ).

értelmében a standard parcialis molaris entrdpia €s a standard parcialis molaris térfogat ismeretében
adhatd6 meg. Ezeket a megfeleld elegyre jellemzO molaris mennyiségekbol a 6.1.2. alfejezetben
leirtak alapjan az x; — 0 hatarérték meghatarozasaval kaphatjuk meg, illetve relativ aktivitasi

tényez0 esetében ezek éppen a tiszta anyag molaris mennyiségei.

6.4. Idealis oldatok ¢€s idealisan hig oldatok

Amint a 6.3. alfejezet elején is hangsulyoztuk, idealis elegy nem Iétezik, az csak egy
formalisan igen egyszerlien kezelhetd kozelités. A kozelités alkalmazhatosdga attol fiigg, mekkora
hibat engediink meg termodinamikai szdmitasainkban. Azt is lattuk, hogy ha az idedlis kozelités
okozta hibaktol nem akarunk eltekinteni, akkor altaldban elegendd a kémiai potencial dsszetételtol
fliggd kifejezésében a moltortet az f; aktivitasi tényezdvel megszorozni, és az idealis oldatra felirt
Osszefiiggések érvényessége ezzel megmarad. Azt is remélhetjiik ezért az idedlis oldatok viselke-
dését leird termodinamikai Osszefliggésektdl, hogy azok formdlis érvényessége megmarad, ha a
moltort helyébe (tiszta anyagra vonatkoztatott) relativ aktivitast irunk. Amint a késobbi fejeze-
tekben lathatjuk, ez a legtobb esetben igy is van.
oldatokban az oldott anyag viselkedését akarjuk leirni, akkor a legtobb esetben sokkal egyszeriibb
csak a kis koncentraciok tartomanyara korlatozni a termodinamikai leirast. Gyakorlati oka is lehet
ennek a korlatozdsnak: az oldatnak megfeleld (folyékony vagy szilard) fazisban az oldott anyag az
adott koriilmények kozott nem fordul eld, illetve az oldhatdsaga olyan kicsi, hogy valoban csak hig
oldatok léteznek beldle. Ilyen esetekben célszerlibb a 6.3.4. alfejezetben targyalt végtelen hig
oldatra vonatkoztatds, amely az ott leirtak alapjan természetesen a tiszta anyagétol kiilonbozé

standard kémiai potencialt is jelent.
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Ezt egyszerii molekularis megfontolasokkal is alatdmaszthatjuk. Tiszta anyagokban csak egy-
féle molekulak vannak, ezért a molekulak kornyezete velilk megegyezé molekuldakbol all. Amig a
benniik oldott anyagok részecskéinek szdma nem jelentds, addig kolcsonhatasaik sem nagyon
valtoznak meg. Emiatt az oldott anyag kis koncentracidja esetén az oldoszert adott kozelitéssel
tekinthetjiik idealis elegykomponensnek, ¢és annak kémiai potencidljara alkalmazhatjuk a tiszta
anyag kémiai potencialjaval és a moltorttel kifejezett (6.36) Osszetételfiiggést. Ha nem fogadjuk el
az idealis elegy kozelitést, akkor ugyanebben a kifejezésben haszndlhatjuk a moltort helyett az
a; = f;x; relativ aktivitdst. Az oldott anyag szempontjabol hig oldatokban az oldott részecskék
molekularis kornyezete nem veliik megegyez6 részecskékbdl all, hanem donté mértékben olddszer-
molekuldkbodl. A toményebb oldatok feldl indulva eldbb-utobb eljuthatunk egy olyan dsszetételhez,
ahol az oldat mar elegendden hig ahhoz, hogy tovabbi higitas esetén az oldott anyag részecskéit
koriilvevd olddszermolekuldk elhelyezkedése és kdlcsonhatdsa azokkal nem valtozik észrevehetd
mértékben. Az ilyen ,,szolvatalt komponens” viselkedése természetes modon kiilonbozik attdl, mint
amilyen tiszta anyagban lenne. A végtelen hig oldatra vonatkoztatott standard kémiai potencial
pontosan ezt tiikrézi. Ha azt moltortre vonatkoztatjuk, akkor olyan hipotetikus ,.tiszta” anyagot
gondolhatunk mogé, amely tiszta allapotdban is megtartja szolvatalt tulajdonsagait. (Ilyen anyag
természetesen nem létezhet!) Ha molalitdsra vagy molaris koncentraciora vonatkoztatjuk, akkor
mogé, amelynek kémiai potencialja éppen a megfeleld standard kémiai potencial. (Természetesen
ilyen oldat sem létezhet!) A megfeleld standard kémiai potencidloknak tehat molekuléris
megfontolasok alapjan természetszeriileg kiilonbdzniiik kell. A kiillonbozdség mértéke az oldoszer
¢s az oldott anyag részecskéi kozotti molekularis kolcsonhatasok kiilonbozésétdl fliigg. Ha az elegy
fundamentalis egyenletét a molekularis leirds alapjan egy elméleti modell segitségével meg tudjuk
adni, akkor abbol a megfeleld standard kémiai potencidlokat is ki tudjuk szdmitani. Ennek
hidnyéban altaldban kisérleti adatokbol szdmithatok mind a standard értékei, mind az aktivitasi
tényezok.

A fenti gondolatmenet alapjan azt mondhatjuk, hogy hig oldatokban az oldoszer kémiai
potencidljat a tiszta anyagéra célszerli vonatkoztatni, mig az oldott anyag kémiai potencialjat a 6.3.
alfejezetben leirtak szerint a végtelen hig oldat hatarértékére. Amennyiben elfogadjuk az idealis

elegy kozelitést, akkor az olddszerrel nincs problémank: a relativ aktivitasi tényezot egységnyinek

crer

crer

anyagnak valamely végtelen hig oldatra vonatkoztatott kémiai potencialjat olyan dsszefliggésekkel
irjuk le, amelyekben a megfeleld aktivitdsi tényezdket azonosan 1-nek feltételezziik. Nagyon fontos

azonban tudni, hogy az ilyen oldatok nem idedlis elegyek a definicio értelmében. Amint a 6.3.
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alfejezetben olvashatjuk, mikdzben egy adott elegyre valamely y; aktivitasi tényez0 egységnyi, az
idealis elegyet definial6 f; = 1 azonossag altaldban nem, csak specialis feltételek mellett érvényes ra.
Amikor tehat idedlisan hig oldatok termodinamikai leirdsar6l van sz, nagyon fontos annak
ismerete, hogy milyen koncentraciok hanyadosaval definidljuk az aktivitast, és mi a standard kémiai
potencidl. Ha ezt tisztdzzuk, akkor utdna hasznéalhatjuk a szokasos egyszerisitett kifejezéseket a
koncentraciok szerepeltetésével. A koncentraciok mérdszamainak egyszerisitett jeldlésére szinte
mindig csak a koncentraciok jelét szokas hasznalni. Ha azonban ezek az idedlisan hig oldatokra
vonatkozo 0sszefliggésekben szerepelnek, akkor jelentésiik természetszertien mindig a koncentracid

mérdszama a standard koncentracié egységeiben kifejezve. Az elterjedt szokasok szerint ezért a

tovabbiakban ebben a konyvben is elhagyjuk a ™ (tilde) jelolést a puszta mérészamok meg-

kiilonboztetésére, €s idealisan hig oldatok leirasa soran a

M, =u? +RTIny, x, (6.131)
M, =u?+RTIny, m, (6.132)
M, =u? +RTIny,c, (6.133)

alaku egyenletekre hivatkozunk. Amint lathatjuk, ilyenkor mind a y; aktivitasi tényez6, mind a u?

standard kémiai potencial a logaritmus argumentumdban feltiintetett koncentracido egységnyi
értékére vonatkozik.

Fontos azt is megjegyezni, hogy a kiilonbdzé koncentracidegységekre vonatkoztatott 7y,
aktivitasi tényezok nem egyszerre lesznek kozelitdleg egységnyiek az adott hibahatarnak megfeleld
elhanyagolasok esetén. Ennek az a kovetkezménye, hogy ha pl. valamely oldatot idedlisan hignak
tekinthetiink az m; koncentraciora vonatkoztatott aktivitdsi tényezd egységnyi értéke miatt, nem
biztos, hogy ugyanarra az oldatra helytallo a ¢; vagy x; koncentraciora vonatkoztatott aktivitasi
tényezd kozelitése 1-el, igy mas vonatkoztatdsi koncentracid esetén az oldatot nem tekinthetjiik
idedlisan hignak. A megfeleld, 1-tdl kiilonbozd aktivitasi tényezdk hasznalataval — az idedlisan hig
oldat kozelités feladasaval — természetesen megsziinnek ezek a problémak.

A tovabbiakban a konkrét egyensulyok targyalasanal gyakran alkalmazzuk az idedlis elegy
kozelitést, ritkdbban az idedlisan hig oldat kozelitést. Az igy kapott eredmények altalaban egyszeri-
en atalakithatok redlis elegyekben is érvényes Osszefiiggésekké, ha a megfeleld aktivitasi tényezot
szerepeltetjiik benniik, ezért nem mindig térlink ki arra, hogyan alkalmazhatok a kapott eredmények
realis elegyekre.

Az idedlisan hig oldat elnevezést tovabbi szempontok is indokoljdk. Ha a (6.44) ¢és (6.45)
egyenletek szerint kiszamitjuk az oldott anyag parcialis molaris térfogatat és parcialis molaris
entalpidjat, akkor azok ugyan nem egyeznek meg a keveredés el6tti tiszta anyagok térfogataval és

entalpidjaval (azaz a keveredési térfogat és keveredési entalpia az elegyben nem zérus), de mindkét
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mennyiség fiiggetlen az osszetételtél, ameddig az idedlisan hig oldat kozelités az adott standard

koncentraciora vonatkoztatva érvényes.
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7. Fazisegyensulyok

Ebben a fejezetben a termodinamika igen szertedgazd kémiai alkalmazasair6l lesz sz6, amelyek
mind heterogén' rendszereket alkoto kiilonbozé fizisok” egyiittes eléfordulasai alkalmaval fennall6
egyensulyokat jellemeznek. Az el6z0 fejezetekben a termodinamika altalanos alapjainak targyaldsa
soran mindig egyszerii rendszerekkel foglalkoztunk, amelyeknek definiciojaban a 2.1. alfejezetben
azt is olvashatjuk, hogy azok makroszkopikusan homogének. A kovetkezdkben feloldjuk ezt a
megkotést, és megengedjiik, hogy a rendszer heterogén legyen. A heterogén rendszereket alkoto
homogén 0OsszetevOket nevezziik fazisoknak. Ennek alapjan azt is mondhatjuk, hogy az eddig
targyalt termodinamikai rendszerek homogén fazisok voltak.

A féazis fogalmat pontosithatjuk: fazisnak nevezzilk a rendszer azon térben Osszefiiggd
homogén tartomanyait, amelyekben az intenziv valtozok értéke (egyenstlyban) azonos. Ez egytttal
azt is jelenti, hogy kiilonb6z0 fazisokban az intenziv mennyiségek értéke eltérd lehet. A fazisonként
eltérd intenziv mennyiségek (ilyen pl. a molaris és parcidlis molaris mennyiségek legtobbje) értékei
a hely fiiggvényében a fazishataron szakadéast mutatnak. A fazishatar maga is lehetne egy kiilon
fazis, amelynek kiterjedése egyik iranyban csak néhany molekulaatmérd. Ha az extenziv valtozok a
hatérfeliiletek méretének megvaltozasa soran a rendszerben csupan elhanyagolhatoan kis mértékben
valtoznak, akkor a hatarfeliileteket nem tekintjiilk kiilonb6z6é fazisoknak. A tovabbiakban csak a
tombfazisokat tekintjik kiilon fazisnak, a feliileti fazisok leirdsaval majd kiilon foglalkozunk. A
termodinamikai leirds sordn nem érdekes, hogy az azonos fazisok egyetlen Osszefiiggd tombben
vannak-e, vagy tobb darabban. A jeges vizet pl. két fazisbol allonak tekintjiik akkor is, ha a vizben
darabos tort jég uszkal.

Azonos fazisban sziikségképpen a kémiai Osszetétel is azonos. Ennek megfeleléen pl. nem
elegyedd folyadékok, vagy kiilonb6zd kémiai Osszetételli szilard anyagok is kiilon fazist alkotnak.
Mivel a gdzok mindig korlatlanul elegyednek egymassal, gazfazisbol mindig csak egy van, ha az a
gazmolekulak altal bejarhato 6sszefiiggd térrészben helyezkedik el. Folyadékokbdl azonban sikeriilt

olyan rendszert is Osszeallitani, amelyben 10 kiilonb6z6 folyadékfazis valt el egymastol

' A heterogén a gorog ‘stepoc [héterosz] = ,.egy masik” és a yevoc [génosz] = szdrmazas, eredet szavak Gsszetételébdl
szarmazik. Valamely egész részeinek kiilonboz6 eredetére, kiillonbozdségére utal. Magyarul a gorogds végzddés
elmarad, de pl. az angol heterogeneous-ban még megtalalhato.

2 A fazis a gorog paoig [faszisz] szobol szarmazik latin kozvetitéssel. Eredetileg a csillagok és egyéb égitestek fény-
valtozasai soran elkiiloniild megjelenési formakat jelentette. (Pl. a hold fazisait.) Termodinamikai értelmében az
anyagok kiilonbz6 megjelenési formaira utal.

111



7. Fazisegyensulyok

rétegenként. Szilard fazisokkal az is eléfordulhat, hogy az &ket alkotd anyagok ugyan képesek
lennének egy homogén fazis kialakitdsara is, ha tudnanak elegyedni, de ehhez pl. meg kellene ket
olvasztani. Ennek hianyéaban két kiilonboz6 fazist alkotnak.

A kémiai komponensek szdméanak heterogén rendszerek leirdsaban is kitiintetett jelentdsége
van. Komponensnek ebben az értelemben a kémiailag fiiggetlen komponenseket nevezziik. Ha a
komponensek kozott pl. kémiai reakcio is lejatszodhat, amely kémiai egyensulyra vezet, akkor az
azt leir6 feltételi egyenlet kdvetkezményét a fazisegyensulyok leirdsanal ugy vessziik figyelembe,
hogy csokkentjiik a komponensek szamat. Ennek fontos kovetkezménye az is, hogy kiilonb6zd
koriilmények kozott mas lehet a komponensek szadma attdl fliggéen, hogy egy adott reakciod
lejatszodhat-e vagy sem. Ha pl. tiszta viz alkotja a rendszert, akkor kb. 2000 °C alatt azt tekinthetjiik
egyetlen komponensnek, de ennél joval nagyobb hOmérsékleten a viz észrevehetd mértékben
disszocidl hidrogénre ¢és oxigénre. A komponensek szamat ekkor ugy kapjuk meg, hogy a harombol
(H2O, H, és Oy) levonjuk a valdban lejatszodd reakciok szamat (H,O = H, + 2 O,), azaz a
rendszer 2 komponensbdl all. Ha mindharom komponens jelen van a rendszerben, akkor 2000 °C-
nal magasabb homérsékleten 2 komponensii a rendszer, de szobahdémérséklet kornyékén, ahol sem a
disszociacid, sem a vizképzOodés nem jatszodik le katalizatorok tavollétében, a komponensek szama
3. Osszefoglalva azt is mondhatjuk, hogy heterogén rendszerek termodinamikai leirdsdhoz ismerni
kell az Oket alkotd Osszes fazis kémiai Osszetételét, és az ennek kialakitdsdhoz az adott koriilmények
kozott sziikséges kémiai komponensek minimalis szamat nevezziik a komponensek szamanak.

Heterogén termodinamikai rendszerek szabadsagi fokainak szdma a komponensek €s fazisok
szamanak ismeretében egyszerlien kiszdmithato. A 2.1. alfejezetben az elsé axioma kovetkez-
ményeként megallapitottuk, hogy egyszerii rendszer — azaz egyetlen homogén fazis — egyértelmiien
jellemezhet6 annak U bels6 energidja, V térfogata, valamint a rendszert alkotd K anyagfajta ny, ny,...
ng anyagmennyisége segitségével. Ezt ugy is megfogalmaztuk, hogy egyetlen homogén fazisnak
K +2 szabadsagi foka van. Ha megelégsziink a homogén fazis intenziv jellemzésével — azaz nem
érdekes a fazis kiterjedése — akkor az intenziv véltozok kozott fenndllo (2.36) Gibbs-Duhem
egyenlet:

K
SdT —VdP + n,du, =0
i=1
eggyel csokkenti a szabadsagi fokok szamat, azaz egy fazis intenziv jellemzése esetén az minddssze
K+ 1. (A Gibbs-Duhem egyenlet egy kényszerfeltételt ir eld, amelynek teljesiilnie kell az intenziv
mennyiségekre, igy azok nem fiiggetlenek egymastol.) Mivel az S entrdpia, a V térfogat és az n;
anyagmennyiségek fazisonként kiillonbozdek (sot, ezek molaris értéke, s, v, €s az x; moltortek is),

ezért tobb fazis egyensulya esetén minden egyes fazisra felirhato egy-egy Gibbs-Duhem egyenlet.
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Ennek az a kovetkezménye, hogy tobbfazisti heterogén rendszerekben minden fazis eggyel csokkenti
a szabadsagi fokok szamat. Ezt 6sszefoglalva felirhatjuk a Gibbs-féle fazisszabalyt:
Sz=K-F+2 (7.1)

Amint latni fogjuk, nagyon hasznos kovetkeztetésekhez vezet ennek a szabalynak az alkal-
mazasa. Megjegyezni igen egyszertien lehet: a komponensek szdma mindig noveli, a fazisok szama
pedig mindig csokkenti a szabadsagi fokok Sz szamat. A képletben szerepld 2-es szdm az egyszeri
rendszerek Oroksége: a termikus és mechanikai kdlcsonhatdsok jellemzdit szamszerlsiti. Ha a
termikus és mechanikai kolcsonhatdsokon til tovabbi kdlcsonhatasokat (pl. magneses, elektromos
kolesonhatés, rugalmas deformacid, stb.) is megengediink a rendszer €s kornyezete kozott, akkor

kolesonhatasonként 1-el novelni kell ezt a szamot.

7.1. Fazisok stabilitasa

Egyetlen homogén fazisbol allo rendszerek (az egyszeri rendszerek) leirasakor az 5. fejezet
bevezetdjében megallapitottuk, hogy azokban az entropia az extenziv mennyiségeknek konkéav
fliggvénye, az energia pedig ezeknek konvex fliggvénye. A K + 2 extenziv valtozo fiiggvényében az
entropiafiiggvény konkav tulajdonsaga azt jelenti, hogy az entropiafiiggvény képét megjelenitd
K + 2 dimenzios térbeli feliilet K + 1 dimenzios érintd sikjai mindeniitt a feliilet felett helyezkednek
el. Hasonloképpen az energia konvex tulajdonsaga megkoveteli, hogy a fliggvény képét megjelenitd
(konvex) feliilet alatt helyezkedjenek el a feliilet érintd sikjai. Bizonyos kényszerfeltételek mellett
azt is lattuk, hogy azok fenndllasa esetén a rendszert egyszeriien jellemzd energiajellegii termo-
dinamikai potencialfiiggvényeknek a megfelelé fundamentalis egyenletekben szerepld valtozoik
fliggvényében ugyancsak konvexnek kell lenni. Ezt fejezi ki az egyensulyi feltételeket 6sszefoglalo
4.1. tdblazatban a stabilitasi feltételeket tartalmazo utols6 oszlop.

A stabilitasi feltételek jelentését a masodik teljes differencidl kifejtésével elemezhetjiik. Egy

allando6 Osszetétell zart rendszerre a belsd energia masodik differencialja

2 2 2
U =| 29 sy +2| 2V \asay +| 2 (f (V) (7.2)
) oSoV o )

oS’

alakban irhato fel. A konvexitas feltétele az, hogy a fenti kifejezés mindenhol pozitiv legyen. Ez itt

nem részletezett okokbdl akkor teljesiil, ha az egyiitthatokbol alkotott

o°U o’U

oS*  aSoV

U U (7.3)
oSov  ov?

szimmetrikus matrix minden aldetermindnsa pozitiv, azaz
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2 2 2 2 2
8(2/ >0 és a(j 8(£ - ou >0 . (7.4)
oS , oS , oV s oSoV

Az elsd 0sszefiiggésbdl az U (S, V, n) energiafliggvény entropia szerinti elsd derivaltja (2.20) és

a cy hékapacitas (4.27) értelmezése alapjan

(8_Tj 21L>0 , (7.5)
oS ), n ¢

azaz végsO soron cy > 0 feltétel adodik, mivel T is, n is pozitiv. A masodik Osszefiiggés kifejtése

némileg bonyolultabb, de az értelmezések ¢és helyettesitések elvégzése utan azt talaljuk, hogy

2 2 2 2
0 (2] 0 (i - ou = T >0 , (7.6)
oS , oV s oSoV Ve, k.,

ami az eldz6 cy > 0 feltétel figyelembevételével azt jelenti, hogy x> 0-nak is teljestilnie kell.

Vizsgéaljuk meg, mit jelentenek ezek a feltételek. A cy> 0 feltétel értelmében a rendszernek
olyannak kell lennie, hogy ha allandé térfogaton hét kozliink vele, akkor melegednie kell. A k7> 0
feltétel értelmében pedig ha 6sszenyomjuk (azaz csokkentjiik a térfogatat), akkor a nyomasanak
novekednie kell. Ezek a feltételek altalaban magatdl értetddonek tlinnek ¢€s teljesiilnek is, vannak
azonban olyan koriilmények, amikor ez mégsem igy van. Ilyenkor az adott fazis nem stabilis, és
altalaban két stabilis fazis keletkezik beldle. Ez torténik pl. a van der Waals allapotegyenlet esetén,
amikor bizonyos nyomads- és homérséklettartomanyban az allapotegyenletbdl szamitott kompresszi-
bilitas negativnak adodik.

Koénnyen belathatjuk a fazisstabilitasi feltételek megszegésének lehetetlenségét. Ha negativ
hdkapacitast anyagot nala melegebb, stabilis (pozitiv hdkapacitas) anyaggal hozunk érintkezésbe,
akkor a stabilis anyagbdl ho aramlik abba, igy az negativ hokapacitasa miatt ekozben lehiil. Mivel
igy a hémérsékletkiilonbség novekszik, egyre intenzivebben dramlik a hé az egyre inkabb lehiild
anyagba. Igy végiil a negativ hékapacitasu anyag lehiilés kozben allandéan héenergiat nyelne el a
kornyezetébdl. Hasonloan irredlis kovetkezménye lenne a negativ kompresszibilitasnak is. Ha egy
ilyen anyagot flexibilis fali edényben egy nala nagyobb nyomdsu nagy tartdlyba helyeznénk,
amiben stabilis (pozitiv kompresszibilitasi) anyag van, akkor az a kiils6 nyomas hatasara kitagulna,
amitdl az edényben 1év6 nyomas ndvekedne, ez pedig fokozna a negativ kompresszibilitasii anyag
tagulasat.

Eléfordul az is, hogy egy adott fazis energidja az Osszetétel (az m anyagmennyiség-vektor)
fliggvényében nem konvex. A rendszer ,valasza” erre is a fazisszétvalds. Ezzel a jelenséggel

részletesebben majd késébb, tobbkomponensii rendszerek (elegyek) fazisegyensulyai kapcsan

foglalkozunk.
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7.2. Tiszta anyagok fazisegyensulyai

Fazisegyensulyok termodinamikai leirasat kezdjiik a legegyszeriibb rendszerekkel, amelyekben
csak egyetlen komponens van. Példaképpen vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a van der Waals
fluidum a nyomasnak és a hdmérsékletnek az allapotegyenlet altal meghatarozott valtozasa soran.
Ehhez szamitsuk ki a 4.5. alfejezetben leirt megfeleld allapotok tételéhez illeszkedd van der Waals
allapotegyenletet. Az egyenlet felirasahoz sziikséglink van a kritikus allapotjelzékre. A 7.1. abran
lathatdo P—V diagram gorbéi kiillonbozd hdmérsékletekhez tartoznak. A legfelsd gorbe hatarozottan
konvex, feliilr6l a masodiknak van egy vizszintes inflexios pontja, az alatta 1évok pedig mar nem
konvexek, mivel talalunk rajtuk egy maximumot is. A kritikus ponthoz a vizszintes inflexio6 tarto-
zik, amely elvélasztja egymastol a folotte levé konvex gorbéket €s az alatta levd, minimumot és
maximumot mutatd gorbéket. A (2.56) egyenlet segitségével konnyen megtaldlhatjuk a kritikus
adatokat, hiszen a vizszintes inflexid ott van, ahol a (2.56) egyenlet szerinti P(V, T) fiiggvénynek

mind az els6, mind a masodik derivaltja zérus. Irjuk fel ezt a két feltételt:

2
(G—PJ g2 nRT. (7.7)
o). v (V—bn

0’P 6an’® 2nRT
3 = — 2 + < 3 = 0 (7'8)
or: ). v (V —bn)

A két egyenlet megoldhatd 7-re és V-re, ami megadja a kritikus hdmérsékletet és térfogatot:

r -_8 4 (7.9)
27R b
V., =3bn (7.10)
Ezeket behelyettesitve a (2.56) allapotegyenletbe megkapjuk a kritikus nyomast is:
a
P =——- 7.11
<27 (1D

A 4.5. alfejezetben leirtaknak megfelelden, ha a (2.56) van der Waals éllapotegyenletet a

hanyadosokkal értelmezett redukalt nyomas, redukalt homérséklet és redukalt térfogat behelyettesi-
tésével irjuk fel, akkor a

) = ;Tf_l—% (7.12)

redukalt van der Waals allapotegyenlethez jutunk, amely nagyon sok anyag esetén elfogadhato
kozelitést ad mind a gazfazis, mind a folyadékfazis leirasara. Ez az a tulajdonsaga a van der Waals

allapotegyenletnek, amely lehetdvé teszi a folyadék-gdz fazisegyensuly termodinamikai elemzését.
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A 7.1. abran az allapotegyenlet alapjan szamithaté néhany tipikus gorbét lathatunk a kritikus
pont kozelében, amelyek kiilonb6z6 redukalt homérsékleteken mutatjadk a redukalt nyomast a
redukalt térfogat fliggvényében. (Az allando hOmérséklethez tartozo fliggvényeket, illetve azok
képét szokas izotermdnak nevezni'. A rovidség kedvéért mi is hasznaljuk ezt az elnevezést a
tovabbiakban.) A legfelsé gorbe a T; = 1,1-hez tartozd izoterma, amely maradéktalanul teljesiti a
konvexitas feltételeit; a teljes térfogat-tartomanyban szigordan monoton csokken. Ez a tulajdonséaga
minden olyan izotermanak megvan, amelyre 7;> 1. Az als6é 4 gorbe (harom szaggatott és egy
folytonos vonallal kihuzott) mar nem konvex, azokban vannak konkav részek is. A ketté kozotti
atmenetet a vizszintes inflexioval rendelkezd kritikus izoterma jeloli ki (feliilrdl a masodik

folytonos gorbe).

2.0
1.5

1.0

redukalt nyomas

0.5

0.0

-0.5

-1.04 : . . : . - .
0 1 2 3 4
redukalt térfogat

7.1. abra. A van der Waals fluidum P-JV diagramja a kritikus pont kornyékén. Mind a nyomas,
mind a térfogat a kritikus adatoknak megfeleld egységben szerepel a skaldkon, azaz a
redukalt nyomas P/ P, a redukalt térfogat pedig V'/ V... Az egyes allandé homérséekletii
gorbékhez (izotermdkhoz) rendre 7/T, =0,75, 0,8, 0,85, 0,9, 1,0 és 1,1 redukalt
hémérséklet tartozik. Koziiliik a legkisebbet és a legnagyobbat feltiintettiik az dbran is. A
kritikus izoterma feliilrél a masodik vastag folytonos gorbe.

A fazisok stabilitdsa megkivanja, hogy a P (V') fliggvények monoton csokkenjenek, hiszen a xr
kompresszibilitasnak pozitivnak kell lenni. Ez a feltétel a 7.1. abran a kritikus izoterma alatt foly-
tonos vonallal kihazott, 7, = 0,8-hez tartozo izoterma esetén csak az ABC szakaszon, illetve a DEF

szakaszon teljesiil, a CD szakaszon nem. Kovetkezésképpen a CD szakasz mechanikailag instabilis,

' Az izoterma a gorog 10o¢ [iszosz] = ugyanaz, ugyanolyan és Ogspuy [therme] = hség, meleg szavak Osszetétele. A
termodinamikaban 4llandé hémérsékletiit jelent. Ovatosan kell azonban kezelni és értelmezni is, mert bdrmilyen
fliggvényt jelenthet az ,,izoterma”, amely allandé hémérsékleten kapcsolatot teremt kiilonb6z6 mennyiségek kozott. Itt
pl.a P(V) és au (V) fiiggvények egyarant nevezhetdk izotermanak.
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azon allapotok nem létezhetnek, mivel ott a (dP/dV )y derivalt értéke pozitiv. A BC szakasz, illetve
a DE szakasz ugyan megfelel a x> 0 feltételnek, mivel itt a (dP/dV )y derivalt értéke negativ, am
ezek az éllapotok mégsem stabilisak. Ezt belathatjuk, ha kiszamitjuk a van der Waals fluidum
kémiai potencialjat a redukalt térfogat fliiggvényében, kiillonbozd hémérsékleteken. Tiszta anyag
(egyetlen komponens) kémiai potencialja a g molaris szabadentalpia, mivel egyetlen komponens
esetén

_(9G) _(d(ng)) _
lu_[anjr,P [ on jT,P £ 719

A kémiai potencial értéke a nyomas fliggvényében allandé hdmérsékleten egyetlen komponens

amibd6l

esetén a (6.30) egyenlet:
du=VdP

alapjan szdmithatd. Ennek megfelelden:

P
¢ 24T,
/J(Tr’PJ:ﬂo(E’R,o)+JOVdP:ﬂ0( 0)"'_[ V(Vg. WjdV ) (7.15)

ahol alkalmaztuk a w(7, P)=u(T, V(P)) Osszefiiggés alapjan az integracios valtozd P-rél V-re
cserélését a redukalt van der Waals allapotegyenlet

dP 6 24T, (7.16)
av v @Gr-1y '

derivalasanak felhasznaldsaval. A (7.15) integral elvégzésével a

v,
p= 1TV, =V£ (W (312/4T1) JdV:_%U(%?_l)_S? nGV,-1)  (717)
eredményt kapjuk. Ebbdl a u — po értékeket dbrazolva szerkeszthetjilk meg a 7.2. dbrat. Az dbra
alapjan térhetiink vissza a fézisstabilitdsra. A lokdalisan instabil CD tartomanyon a rendszer két
fazisra valik szét. Ezek egyike a kisebb molaris térfogatti folyadék, a masik pedig a nagyobb
molaris térfogati g6z. Egyenstlyban a két fazisban mind a nyomasnak, mind a kémiai potencialnak
azonosnak kell lenni, azaz a 7.1. és a 7.2. abran berajzolt vizszintes vonalak B és E végpontjainak
ugyanazoknal a redukalt térfogatoknal kell lenniiik. Ezt a feltételt felirhatjuk az aldbbi két
egyenletben:
P (T..Vy) = FP(T..V;) (7.18)

u(T V) = u(T,. V) (7.19)
A megfeleld valtozokat a (7.12) és (7.17) egyenletbe beirva €s az egyenletrendszert megoldva
megkaphatjuk a B és az E pontokhoz tartozé redukalt nyomadst és kémiai potencialt. Az igy kapott
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eredményt lathatjuk a 7.3. dbran. Az ott bejelolt B és E pontokhoz tartozé redukalt térfogatok
megegyeznek a 7.1. és a 7.2. abran lathatokkal.

-5.5 1
< ]
|
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6.5
75

T

0 4

redukalt térfogat

7.2. abra. A van der Waals fluidum kémiai potencialjanak térfogatfiiggése (u—uo) a redukalt
térfogat fliggvényében a kritikus pont kornyékén. Az egyes allando hdmérsékletii gor-
békhez (izotermakhoz) rendre 7'/ T, = 0,75, 0,8, 0,85, 0,9, 1,0 és 1,1 redukalt hdmér-
séklet tartozik. Koziiliik a legkisebbet €s a legnagyobbat feltiintettiik az abran is. A kriti-
kus izoterma kis térfogatoknal feliilrél a masodik, nagy térfogatoknadl alulrdl a masodik
vastag folytonos gorbe.

A B ¢és E pontokhoz tartozd redukalt térfogatok meghatirozhatok csak a kémiai potencial
alapjan is. A kémiai potencial a 7.1. és a 7.2. dbrdk B és E pontjaban azonos: ug =pug. A (7.17)
egyenlet alapjan ezért felirhatjuk, hogy

V.
2 ap
ﬂE_ﬂB:VIBV(WjdV:O , (7.20)

azaz a 7.1. abra B ¢és E pontja kdzott az izoterma integralja zérus. Ez geometriai szempontbo6l azt
jelenti, hogy a BCDE gorbe ¢és a BE egyenes altal kdzbezart teriilet olyan, hogy az egyenes alatti
teriilet éppen megegyezik az egyenes feletti teriilettel. Ezt a tulajdonsagot eldszor Maxwell irta le,
ezért szokas Maxwell-szerkesztésnek nevezni. A Maxwell szerkesztés és a (7.18) —(7.19) egyenle-
tek megoldasa természetesen azonos megoldast ad, hiszen ugyanazon az 6sszefiiggésen alapszanak.

A folyadék-gbéz egyensulyrol a 7.3. dbra alapjan a kovetkezOket lehet elmondani. A kritikus
izoterma alatt elhelyezkedd izotermak lefutdsa olyan, hogy a mechanikai és kémiai egyensuly
feltételeinek egyarant megfeleld redukalt térfogatnal a folyadékfazis térfogata nem lehet nagyobb.
Ehelyett a térfogat ndvekedése a megfelel6 nyomason ugy kovetkezik be, hogy a folyadék egy része

gbzz¢ alakul, amely allapotban a g6z molaris térfogata az allapotegyenlet legkisebb moléris
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térfogatu stabilis pontjanak megfeleld. A T = 0,8-hez tartoz6 izoterma esetén ez pl. azt jelenti, hogy
a rendszer allapota az AB szakasz mentén folyadék, de ha a rendszer elér a B pontba, akkor tovabbi
térfogatnovekedés hatasara az anyag egy része elparolog, és megjelenik az E pontnak megfeleld
allapot g6z. Amig a rendszerben van folyadék, addig a nyomas és a kémiai potencidl allandosaga
mellett a térfogat novekedése parolgas hatdsara kovetkezik be. Ha a folyadék elfogy, akkor a g6z
tovabbi térfogatnovekedése az izoterma EF szakasza mentén torténik. A B és E pontok kozotti
molaris térfogatoknak megfeleld fazis nem létezik. Ha a teljes kétfazisti rendszer atlagos moléaris

térfogata ebbe a tartomanyba esik, akkor annak egy része mindig folyadék, mas része pedig goz.
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7.3. abra. A van der Waals fluidum egyenstlyi nyomasa a redukalt térfogat fiiggvényében a
kritikus pont kérnyékén. Az allando hémérsékletii gorbékhez rendre 0,8, 0,85, 0,9, 0,95,
1,0, 1,05 és 1,1 redukalt hdmérséklet tartozik. Koziiliikk a legkisebbet és a legnagyobbat
feltiintettiik az abran is. A stabilis fazisokat jelentd allapotokat a harang alaku folytonos
vonal koti 6ssze. A gorbe bal oldalan folyadék, jobb oldalan g6z van. A gorbe alatt nem
léteznek stabilis fazisok; az egymassal egyensulyban 1évd fazisok allapotat a szaggatott
(alland6 nyomastr) vonal koti 6ssze.

A fentiek alapjan azt is elmondhatjuk, hogy a fazisoknak nem csupdn a cy>0 és xr>0
feltételeknek kell eleget tennilik — ezeket nevezzilk az egyensuly lokdlis feltételeinek — hanem azon
tulmenden az egyensuly globalis feltételeinek is, ami azt jelenti, hogy az egymassal egyensulyban
1év6 fazisoknak ki kell elégiteni egytttal a (7.18) és (7.19) egyenleteket is. Ennek megfeleléen a BC
¢s DE szakaszokon 1évd allapotok lokalisan stabilisak, de globalisan nem. Ez azt jelenti, hogy
amikor a folyadék tagitasa kozben a B pontnak megfeleld V; p-nél nagyobb a térfogat, de nincs
jelen gbzfazis, akkor 1étezhet a metastabilis folyadék — akar egészen a C pontig is, ahol az mar
mechanikailag instabil lesz és sziikségképpen parolog. Ezt a metastabil allapotot dtmenetileg az

teheti lehetdvé, ha pl. a folyadékot légtér vagy gdztér nélkiil tagitjuk. Ilyenkor a parolgas a feliiletén
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nem jatszoédhat le, ahhoz a folyadék belsejében buborékoknak kellene képzddni. A buborék-
képzddéshez azonban a kialakuld buborék helyén nagyobb energidra van sziikség, ami csak
ingadozasok (fluktuacidk) soran johet létre. Amig egy elegendden nagy fluktudcid6 be nem
kovetkezik, addig nem jon létre buborék, és fennmarad a metastabilis folyadékallapot. Hasonlo-
képpen metastabil allapotti a D és E pontok kozotti szakasszal jellemezhetd g6z, amelynek molaris
térfogata ugyan kisebb, mint a stabilis g6z¢ az E pontban, de amig a gdzben kis cseppecskék nem
keletkeznek, addig az nem tud folyadékka kondenzalodni. A cseppecskék keletkezése ugyancsak
fluktuacidkkal kapcsolatos, ezért egy elegendden nagy fluktuacié kialakuldsdig fennmaradhat a
metastabilis gézallapot. Mind a folyadék, mind a g6z instabilitasat megsziintetik nagyobb szamban
keletkezd ionok, mivel azok a buborék kialakuldsat is, valamint a cseppecske Iétrejottét is
hatékonyan eldsegitik. Ezen alapult a radioaktiv sugarzas lathatova tételére sokaig hasznalatos
buborékkamra, illetve kodkara. Hasonld hatastiak finom eloszlast apr6é szemcsék is, pl. korom-
szemcsék. Ezért lathatunk kondenzcsikot a sugérhajtast repiilégépek utan foleg a reggeli, illetve
esti idészakban, amikor a levegdben 1év0 vizpara az alacsonyabb homérséklet miatt az instabilis

tartomanyban van.

7.2.1. Tiszta anyagok fazisdiagramjai

Fazisdiagramnak heterogén rendszerek allapotfeliiletét nevezziik az allapotvaltozok terében. Ez
tobbféle is lehet attdl fiiggden, hogy milyen allapotfiiggvény képét abrazoljuk milyen véltozok
fliggvényében. Tiszta anyagok esetén az egyik leggyakrabban hasznalatos fazisdiagram a P(V, T)
fliggvényt abrazolja. Ezen a feliileten megtaldlhatjuk van der Waals fluidum kapcsdn mar meg-
ismert folyadék-géz egyensulynak megfeleld atmenet mellett a szilard-géz atmenetet, tovabba
esetleges szilard-szilard fazisatmeneteket. Mivel az allapotfeliiletek altalaban egynél tobb valtozds
fliggvények képei, ezért elterjedtebb azok kétdimenzids vetiileteinek hasznélata, amit a papir
sikjadban is le lehet rajzolni. Szlikebb értelemben ezeket a kétdimenzids vetiileteket nevezziik
fazisdiagramoknak.

A P(V, T) allapotfeliilet egyik lehetséges valtozatat lathatjuk a 7.4. dbran. Ezen a feliileten
felismerhetjiik a 7.3. dbran megismert ,,fazismentes” feliiletet, amelynek bal sz¢lén a folyadéktazis,
jobb szélén a gbzfazis helyezkedik el. Cr-rel jeloltiik a kritikus pontot, amelynél nagyobb nyomason
¢s homérsékleten nincs fazisszétvalas, ezért az ott elhelyezkedd allapotot gaznak nevezzik. A goz
elnevezést csak azokra az allapotokra hasznéljuk, amelyek a kritikus nyomaés és hdmérséklet alatt
helyezkednek el a feliileten, igy egyensulyban lehetnek ugyanolyan nyomast és hdmérséklett
folyadékkal. Az abrardl azt is leolvashatjuk, hogy a legkisebb térfogatoknal a szilard fazis a stabilis,

amely kis hdmérsékleten a gzzel, nagyobb hdmérsékleten a folyadékkal lehet egyenstulyban.

120



7. Fazisegyensulyok

7.4. abra. Tiszta anyag P(V, T) allapotfeliilete ¢s annak vetiiletei (a fazisdiagramok), ha a szilard
fazis kisebb térfogatu, mint a folyadékfazis. Az allanddé hémérsékleti gorbéket a
feliileten 1s €és a vetlileteken is rendre 1, 2, 3 és 4 szamokkal jeloltiik. A vastagabb
vonalak kozotti feliileteken (és azok vetiiletein) nem léteznek stabilis fazisok; az
egymassal egyensulyban 1év0 fazisok allapotdt a szaggatott (dllandé nyomast és
hémérsékletii) vonal koti Ossze.

A szilard- és a gOzfazist elvalasztd fazismentes teriilet, valamint a folyadék ¢és gdzfazist
elvalasztd fazismentes teriilet kozotti hatdr nyomésa és homérséklete azonos, igy ezen a hdmér-
sékleten és nyomdson a harom fazis egyiitt 1étezhet. Ennek az ,.egyiitt 1étezésnek™, latin eredetii
szoval koegzisztencianak megfeleld helyet a P(V, T) allapotfeliileten Adrmasvonalnak, a P(T) sikban
annak megfeleld pontot pedig hdrmaspontnak nevezziik. Konnyen belathatd, hogy egyetlen
komponens hiarom fézisa csak egy meghatirozott hdmérsékleten €s nyomason létezhet egyiitt. A
(7.1) fazisszabdly értelmében 1 komponens és 3 fazis esetén a szabadsagi fokok szama Sz =K —
F+2=0, ami azt jelenti, hogy nincs moéd egyetlen intenziv valtozd6 meghatarozasara sem, ha a
harom fazis egyiitt van; ez csak egyetlen, az adott anyag termodinamikai tulajdonsagai

(fundamentalis egyenlete) altal meghatarozott hdmérsékleten és nyomason lehetséges. A harmas-
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pont homérséklete és nyomasa kiszamithatdé két olyan egyenletbdl, amelyben a fazisok kémiai
potencialjainak egyenldségét irjuk fel feltételként.

A fazisszabaly alapjan az is érthetd, hogy a P(V, T) allapotfeliilet vetiilete a P(7) sikban miért
csak (egydimenzids) vonalakat tartalmaz, nem pedig kétdimenzids tartomanyokat, mint a masik két
vetiilet. A P(T) sikbeli vetiileten egyiitt 1étezd, egyensulyban 1évé fazisoknak megfeleld helyeket
1 szabadsagi foka lehet a megfelel6 egyensulyi rendszernek. Eszerint egy adott 7" hOdmérséklet
lerdgzitése esetén minden termodinamikai mennyiség egyuttal meg van hatdrozva, igy az egyen-
sulyi nyomas is. Ez pedig azt jelenti, hogy 2 fazis koegzisztencidjat mutatd P(7) fiiggvények képén
minden hémérséklethez csak egyetlen nyomas tartozhat. Az el6z6 bekezdésben irtaknak meg-
felelden a harom koegzisztencia-gdrbének egyetlen pontban kell taldlkoznia, a zérus szabadsagi
fokt harmaspontban.

Erdekes megfigyelni azt is, hogy a folyadék- és a gdzfazist elvalaszté fizismentes teriilet
vetiilete a P(T) sikban egy olyan gorbe, aminek vége van a kritikus pontndl, mivel a P(V, T)
allapotfeliileten annal nagyobb nyoméson és hdmérsékleten mar nincs fazisszétvalas, igy megsziinik
a koegzisztencia lehetdsége is, és csak az egyetlen gazfazis stabilis. A szabadsagi fokok szama
természetesen minden stabilis egyfazisu teriileten 2, azaz itt mind a hdmérséklet, mind a nyomas
szabadon megvalaszthato, az egyfazist rendszer allapota ehhez igazodik. Ez lehetdséget biztosit
arra is, hogy pl. folyadékfazisbol gbzfazisba eljuttathassuk a rendszert fazisatalakulas (a folyadék-
¢és a gbzfazis egyiittes jelenléte) nélkiil is. Ehhez a nyomas ¢és a hdmérséklet valtoztatasat tigy kell
végezni, hogy a P(V, T) éllapotfeliileten a folyadék stabilitasi tartomanyan a fazismentes teriiletet
HKkikeriilve”, a kritikus homérséklet és nyomds folé jutds utan csokkentsilk megfeleléen a
homérsékletet és nyomast, ismét ,kikerlilve” a fazismentes teriiletet, mikozben eljutunk a gdzfazis
stabilitasi tartomanyaba. Az ennek megfeleld valtozas nyomvonala a P(T) sikban feliilr6l megkertili
a kritikus pontot.

A P(V, T) allapotfeliileteken azt is észrevehetjiik, hogy a folyadékfazis stabilitdsi tartomanya
nemcsak feliilrél, hanem alulrdl is korlatos: a harmasvonal nyomésanal kisebb nyomasokon (illetve
annak homérsékleténél kisebb hdmérsekleteken) nem létezik folyadékfazis, csak szilard és gdézfazis.
Ezt az egyes fazisok kémiai potencidljainak nyomas- és homérsékletfiiggése alapjan is konnyen
belathatjuk. Adott nyomason és hémérsékleten mindig az a fazis a stabilis, amelynek a legkisebb a
kémiai potencialja. (A nagyobb kémiai potenciala fazisokbdl az anyag ugyanis mindig atdramolna a
naluk kisebb kémiai potencialuba, amint azt a 3.3. alfejezetben megallapitottuk.) A (7.14) egyenlet
értelmében tiszta anyag kémiai potencidlja éppen a molaris szabadentalpia. A (4.22) egyenlet

alapjan a molaris szabadentalpia teljes differencialja:

du“ =—-s“dT +v*dP (7.21)
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ahol s” a molaris entropia, v* pedig a molaris térfogat az a fazisban. Tudjuk, hogy ez a két

mennyiség a u(7, P) kémiaipotencial-fliggvény megfeleld valtozo szerinti parcialis derivaltja:

e | O 6 v =| ¥ (7.22)
or ), oP ).

Ha a kémiai potencidlt a hdmérséklet fiiggvényében abrazoljuk, akkor az egyes fazisok kémiai-

potencidl-gorbéjének meredeksége az adott fazis moldris entropidja. Amint ezt a 7.5. dbran lathat-
juk, a meredekségek megfelelnek annak, ahogy a fazisok molaris entropidja egymashoz viszonyul:

s,>> 8, >8 (7.23)
azaz (a kritikus ponttol tavol) gazok (v) entrdpiaja sokkal nagyobb, mint folyadékoké (/), ez utdb-
biaké pedig kisebb mértékben ugyan, de nagyobb a szilard anyagokénal (s).

7.5. abra. Tiszta anyag kiilonboz6 fazisainak kémiai potencidlja a hdmérséklet fliggvényében. A
folytonos vonalak adott P nyomadason, a szaggatott vonalak pedig a P-nél kisebb P’
nyomdason mutatjak a kémiai potencidlokat. A P nyomashoz képest a kisebb P’ nyoma-
son a forraspont jelentdsen kisebb, mig az olvadaspont csak igen kis mértékben valtozik.

Hogy adott nyomascsokkentés hatdsara mennyire valtozik meg a homérsékletfiiggést leird
allando nyomast metszetben a u(7) fiiggvény, az a fazisok molaris térfogatatol fligg. Mivel a géz
molaris térfogata (a kritikus ponttdl tdvol) mindig sokkal nagyobb, mint a folyadéké vagy a szilard
anyageé, ezért azokhoz képest a g6z u(7) fliggvénye sokkal jobban eltolodik adott nyomasvaltozas
hatasara, amint ez az 4bran is lathatd. A nyomds csokkentésével elérhetiink egy olyan nyoméshoz,
amelyen a folyadék kémiai potencidlja mar semmilyen homérsékleten sem lehet kisebb, mint a
szilard anyagé vagy a g6z¢é. Amikor a szilard, a folyadék és a gézfazis kémiai potencialjai éppen
megegyeznek, akkor az a harmaspont, ahol egyszerre Iétezhet a harom fazis. Ennél kisebb
nyomason a szilard anyag nem olvad meg, hanem kozvetlentil g6zz¢ alakul; szublimal.

Ide johet egy CO, P—V-T éllapotfeliilet, ha talalok olyat.
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7.6. abra. Tiszta anyag P(V, T) allapotfeliilete és annak vetiiletei (a fazisdiagramok), ha a szilard

fazis nagyobb térfogat, mint a folyadékfazis. A jelolések megegyeznek a 7.4. abran
lathatokkal.

Van az anyagoknak egy érdekes és viszonylag ritka csoportja, amelynek fazisdiagramja
némileg eltér a 7.4. dbran lathatotol. Ezekre az jellemzd, hogy a folyadékkal egyenstlyban 1évd
szilard fazisuk moldris térfogata nagyobb, mint a folyadéké, azaz megfagyaskor a folyadék kitagul.
Ilyen anyag pl. kézismerten a viz is, ezért repeszti szét megfagyaskor a palackokat, vizvezetékeket.
A megfeleldé P(V, T) éallapotfeliilet és annak vetiiletei a 7.6. 4bran lathatok. Azon tilmenden, hogy
ebben a fazisdiagramban a szilard anyag molaris térfogata nagyobb, mint a vele egyensulyban 1évé
folyadéké, még egy kiilonbség lathato a 7.4. abrahoz képest. Amint az a P(7) sikbeli vetiileten is jol
lathatd, novekvd nyomas hatasara csokken az olvadaspont, azaz a folyadék és a szilard fazis
egyensulyi hdmérséklete. Ezt ugy lehet értelmezni, hogy ha olvadaskor csdkken a molaris térfogat,
akkor a nagyobb Gsszenyomoé erdt jelentd nagyobb nyomds megkonnyiti az olvadast, igy ahhoz
kisebb termikus energia elegendé. (Ez a tulajdonsag is a fazisok stabilitasaval kapcsolatos. Altala-
nos megfogalmazasat Le Chatelier-Braun elvnek nevezziikk. Részletesebben a XX. fejezetben,
kémiai reakciok egyensulydnak targyaldsdnal foglalkozunk vele.) A megfagyott vizen torténd
csiiszas oka is ez; nyomas hatdsara lecsokken az olvadaspont, igy a jég feliiletén folyékony viz

keletkezik, amelynek kend hatdsa miatt a feliilet cstiszds lesz, a surlodés erdsen lecsokken.
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7.2.2. Egyensulyban 1év6 fazisok mennyiségének szamitdsa: az emelOszabaly

Két fazis egyensulya esetén a fazisok mennyisége kiszamithato olyan fazsidiagramok alapjan,
amelyekben az egyik valtozd extenziv. Ilyen pl. a P—V,a T—V, a T—S vagy a T— H diagram.
Tekintsiik ezek koziil a 7.3. dbran is lathatd P — V diagramot, amelyet erre a célra Gjra lerajzoltunk a
7.7. dbréan, ahol v a folyadék-géz rendszer atlagos molaris térfogatat jelenti, a g6z molaris térfogata
vy, a folyadék molaris térfogata pedig v;. Az egyenstlyi gdznyomast jelentd vizszintes vonalon az
atlagos molaris térfogat ¢s a folyadék molaris térfogata kozotti tavolsag a, az atlagos moléris

térfogat €s a g6z moldris térfogata kozotti tdvolsag pedig b.

g0z

7.7. abra. A gézmindsé€g szamitdsaban alkalmazott jelolések P — V' diagramban.

Fejezziik ki a gbz-folyadék rendszer V térfogatat a gz n, €s a folyadék n; anyagmennyiségével:
V=nv,+nyv, = +n))v (7.24)
Helyettesitsiik be v; helyébe a v — a, v, helyébe a v + b mennyiségeket:
n(v—a)+n (v+b)=(n,+n,)v (7.25)
Végezziik el a kijelolt szorzasokat:
nyv—-na+nyv+nb=nyv+ny (7.26)
A mindkét oldalon jelen 1évd tagok kivondsa utan az
nb=na (7.27)
eredményt kapjuk, amit hagyomanyosan emeldszabdlynak szokas nevezni'. Ennek alapjan kiszamit-

hatjuk, hanyad része g6z a kétfazist rendszernek:

Lo n @ (7.28)
n,+n, n,+n/(bla) a+b

crer

erdvel egyenstlyban egyenld a masik kar hossziisaga szorozva az arra hato erével.
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A szamolashoz felhasznaltuk, hogy az emeldszabalybodl kifejezhetd az n; anyagmennyiség, és a
behelyettesités utan a tort szamlalojat is, nevezdjét is beszoroztuk a/n,-vel. A kapott mennyiséget —
a gbz-folyadék rendszer relativ géztartalmat — a hdtechnikaban szokas gézmindségnek is nevezni.

A fentiekhez hasonléan kezelheté minden olyan fazisdiagramban az egyensulyban 1év6 fazisok
anyagmennyiségének ardnya, ahol a fiiggdleges tengelyen intenziv, a vizszintes tengelyen pedig
extenziv (vagy molaris extenziv) mennyiség van, igy pl. a T—V, a T—S vagy a T— H fazis-

diagramok.

7.2.3. Egyensulyi nyomads és homérséklet szdmitdsa: a Clausisus—Clapeyron egyenlet

Fazisegyensulyok intenziv leirasara elegendd a P(V, T) allapotfeliilet P — T sikbeli vetiiletének
ismerete. Az ebben szerepld, kétfazisu egyensulyokat megjelenité vonalak egyszerli termo-
dinamikai 0sszefiiggések alapjan kiszamithatok. A megfeleld 0sszefiiggések szamitasahoz tekintsiik

a 7.8. abrat.

folyadék

szilard
20z

v

T
7.8. abra. Olvadaskor kitagulo tiszta anyag P — T fazisdiagramja.

Az abran lathatd, hogy barmely két fazis egyiittes jelenléte adott hdmérsékleten csak egyetlen
nyomason lehetséges, és az is, hogy ha ugyanannak a két fazisnak az egyensulyat megjelenitd
gorbét tekintjiik, akkor az szakadads és torés nélkiili folytonos vonal. Ezek a vonalak is meg-
szerkeszthetdk a kémiai potencial nyomas- és hémérsékletfiiggése alapjan.

Tudjuk, hogy két fazis (jeldljiik ket a-val és S-val) akkor lehet egyensulyban, ha azok kémiai
potencialja megegyezik:

u=u’ (7.29)
Ennek a feltételnek a koegzisztencia-gorbék barmely pontjadn teljesiilnie kell. Ha pl. meg-
valtoztatjuk a nyomadst, akkor a hdmérsékletnek olyan modon kell megvaltoznia, hogy a kémiai
potencialok igy el6allo du” és di” megvaltozasai utan a kémiai potencialoknak tovabbra is egyenls-

nek kell lenni, azaz teljesiilnie kell a
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u +du® =y’ +du’ (7.30)
Osszefliggésnek is. A két feltétel egyszerre csak akkor teljesiilhet, ha a megvaltozasok is egyenldk
egymassal:
du® =du” (7.31)
Ennek alapjan konnyen meghatarozhatjuk a koegzisztencia-gorbék egyenletét. A (7.21)
egyenlet alapjan a kémiai potencialok infinitezimalis megvaltozasait kifejezhetjiik azok teljes
differencialjaval:
—5°dT +v*dP = —s"dT +v"dP (7.32)
Rendezziik at ezt az egyenletet:
v =v*)dP = (s" —s*)dT (7.33)
A Av=v"—v* mennyiség az a— f fazisatalakulassal jar6 moldris térfogatvaltozds, a
Als=s" —s* pedig a fazisatalakulassal jaro molaris entropiavaltozis. Ezeket behelyettesitve az
egyenletbe a koegzisztencia-gorbére a

dP _ Als
dr A’y

(7.34)

alaku differencidlegyenletet kapjuk, amelynek megoldasa szolgaltatja a koegzisztencia-gorbék
egyenletét. A fenti egyenletet atirhatjuk annak felhasznaldsaval, hogy tiszta anyag kémiai
potencialja, mint molaris szabadentalpia felirhat6 u=h— Ts alakban. Irjuk fel ennek felhasz-

nalasaval az a és f fazis kémiai potencidljanak egyenldségét:

h* —Ts* = h? —Ts” (7.35)
Ezt atrendezve kifejezhetjiik a AZs =s” —s” moldris atalakulasi entropiat a molaris atalakulési
entalpiaval:
h’ —h”
B a _
§7 =5 =— 7.36
7 (7.36)
Ennek felhasznaldsaval a koegzisztencia-gorbe differencialegyenlete
dP AUk
—=—" 7.37
dT  TA’v (7.37)

alakban irhat6, amelyet Clapeyron-egyenletnek neveziink. (Erdemes megjegyezni, hogy a u kémiai
kiindulva kozvetleniil a Clapeyron-egyenletet kaphatjuk.) Az egyenlet tiszta anyagok barmely két
fazisanak koegzisztencidjat leirja. Ennek megtelelden a

dP _ Aolvadésh
dr TA \%

olvadas

(7.38)
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Osszefiiggésbol a szilard-folyadék egyensulyt leird olvaddspontgérbe, a

dp — Aforrélsh (739)
dT TAforrésv
Osszefiiggésbol a folyadék-gdz egyensulyt leird forraspontgorbe, a
A
dP — szubhmacmh (740)
dT  TA v

szublimicio
Osszefliggésbdl a szilard-gbéz egyensulyt leird szublimdciospont-gorbe szerkeszthetd meg.

Ha fazisegyenstlyban a két fazis egyike légnemii, akkor jo kozelitéssel kiszdmithatd az
atalakuléssal jaro térfogatvaltozas is. Kondenzalt fazisok térfogata ugyanis (a kritikus ponttol tavol)
elhanyagolhatéan kicsi a géazfazis térfogatahoz képest, igy akar a szublimacids térfogat, akar a
forrasi (parolgasi) térfogat helyettesithetd a képz0dott gaztazis térfogataval. (Egy mol szilard vagy
folyékony viz térfogata szobahémérsékleten kb. 0,018 dm’, mig gazfazisban kb. 24 dm’, igy az
elhanyagolas legfeljebb 0.08 % hibat jelent.) Ha a gazfazisrdl feltételezziik, hogy kozelitdleg
érvényes ra az idealis gazegyenlet, akkor a parolgasi molaris térfogat helyébe v=RT/P
helyettesithetd. Ennek felhasznalasaval a Clapeyron egyenlet

1 dP _ Ap;’irolgésh

= - 7.41
P dT RT* (7.41)
alakba irhato, amit a szokasos modon atalakithatunk:
A h
d lnP — parolgas (742)

dT RT?

A fenti egyenletet szokas Clausius-Clapeyron egyenletnek nevezni. Természetesen hasonlo
egyenletet kaphatunk a szublimdciora is, csak a parolgashd helyébe szublimacids hét kell irnunk.
Az egyenletet integralva olyan Osszefliggéshez juthatunk, amelynek alapjan barmely 7> hdmérsék-
leten kiszamithatjuk az egyensulyi géznyomadst, ha ismerjiikk azt egy adott 7; hémérsékleten. Az
integralas konnyen elvégezhetd, ha feltételezziik azt is, hogy a parolgashd nem fligg a hdmérséklet-

t6l az adott tartomanyban:

P A hoer ]
2 _ parolgas 2
, dInP= > ITI = dT (7.43)

Az integralas eredménye irhat6 a kozvetlen szdmitasra alkalmas

,M{L,L]
P,=Pe ~ ‘"7 (7.44)
alakban.

Kondenzalt fazisok egyensulya esetén a viszonyok jelentdsen kiilonboznek a géz-kondenzalt

fazis egyensulyra jellemzoktol. Szilard és folyadék egyensulyara pl. felirhatjuk a (7.38) egyenletet:
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dP _ olvadésh
dlT TA v

olvadas

Az olvadas mindig endoterm folyamat, ezért a jobb oldal szdmlaloja mindig pozitiv. A nevezd
elgjele a legtobb anyagra — amelyek olvadaskor kitdgulnak — pozitiv, ezért a szilard-folyadék
koegzisztencia gorbe meredeksége is pozitiv. Mivel a térfogat valtozasa az olvadasi entalpidhoz
képest nagyon kicsi, ezért ez a gorbe igen meredek. Olyan anyagokra, mint pl. a viz — amelyeknek
olvadaskor csokken a térfogata — ez a meredekség negativ, de szintén nagy érték. (Viz esetén pl. az
olvadaspont 1 °C-kal torténd megvaltozasahoz kb. 140 kbar nyomasvaltozas sziikséges.) Ennek
megfelelden a szildrd-folyadék koegzisztencia-gorbe a P— T fazisdiagramban mindig nagyon
meredek, iranyultsagat pedig az olvadasi térfogat eldjele hatarozza meg. Hasonld a helyzet

ugyanazon anyag kiilonb6z0 szilard fazisainak egyenstlya esetén is.

7.2.4. ElsO- és masodrendu fazisatalakulasok

A 7.2.3. fejezetben lattuk, hogy a koegzisztencia feltételeinek kifejezésében a w(7, P)
kémiaipotencial-fiiggvény parcialis derivaltjai jatszanak szerepet; azok kiilonbségei hatarozzak meg

a koegzisztencia-gorbe menetét. A u(7, P) fliggvény derivaltjai:

(Z_;fjp - (7.45)
(Z_gjf o (7.46)
( 2Tﬂ J ) _[j_sj " (747)
( Z;’ . jr ) ( SIV’ jf S (7.48)

Az eddig targyalt egyszerli fazisatalakuldsokndl — amint azt a 7.5. 4bran is lathattuk — az
egyensulyban 1évé fazisok kémiaipotencial-fliggvényei kiilonbozé meredekséggel keresztezték
egymast az egyensulynak megfeleld6 hdmérsékleten és nyomason. Ebbdl az is kovetkezik, hogy
derivaltjaik a kiilonboz6 fazisokban kiillonboznek egymastol. Az egyenstlyi hdmérséklet alatti
hémérsékleten stabilis fazisban az entropia mindig kisebb, mint az ennél nagyobb hdmérsékleten
stabilis fazisban. A térfogat altaldban ugyancsak nagyobb a magasabb homérsékleten stabilis
fazisban, bar — amint kordbban lattuk — ez aldl vannak kivételek. Ennek megfelelden az s(7, P) és a
w(T, P) fiiggvényeknek szakadédsa van az egyensulyi pontban.

A masodik derivaltak viselkedése még érdekesebb: ezek az egyensulyi pontban végtelenek
lesznek. Ezt konnyt belatni, ha pl. a jég — folyékony viz dtmenetre gondolunk: az egyensulyi jég-

viz rendszer melegitésekor a homérséklet nem valtozik, mivel a felvett hé az olvadasra forditodik,
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igy a (dQ/dT)p derivalt értéke a nevezOben 1évé zérus novekmény miatt végtelen. Ha a jég-viz
rendszertdl hdt vonunk el, hdmérséklete akkor sem valtozik, csak a viz egy része fagy meg kozben.
(Ezért van az, hogy ha tavasszal sok a ho, akkor a nappali felmelegedés helyett olvad a ho, az
¢jszakai lehtilés helyett pedig Gjra megfagy a jég, és a hdmérséklet igy 0 °C kornyékén marad.) A
fazisatalakulasokkal kapcsolatos entalpiavaltozast szokés ldtens hének is nevezni.'

Hasonloképpen valik végtelenné az izoterm kompresszibilitas is. Ezt a folyadék-géz egyensuly

példdjan konnyli belatni: ha a folyadék-gdz rendszert 6sszenyomjuk, a nyomas addig nem valtozik,

crer

Cp

» » »
> >

T T T

7.9. abra. A © kémiai potencial, a V térfogat, az S entropia és a cp hOkapacitds valtozasa a
hémérséklet fliggvényében fazisatalakuldsok sordn. Fels6 sor: elsérendi fazisatalakulas,
also sor: masodrendii fazisatalakulas.

Az eddig elmondottakat szemléltetik a 7.9. ébra felsé sordban lathatd vazlatos diagramok. A
molaris hékapacitds gorbéjén a felfele mutatd nyil és a szaggatott vonal szimbolizélja, hogy az
atalakulasi pontban a hdkapacitas végtelen. Erdemes megjegyezni, hogy amig az entropia mindig
novekszik a nagyobb hdmérsékleten stabilis fazisba dtmenve, addig a térfogat is €s a hdkapacitas is
mutathat akar novekedést, akar csokkenést a kisebb homérsékleten stabilis fazishoz képest a
szakadasi pont utan.

Van a féazisatalakulasoknak egy masik fajtdja is, amelyet a 20. szdzad kozepén fedeztek fel.

Ezek esetében is van ugyan egy meghatarozott atalakuldsi hdmérséklet és nyomas, de a kémiai-

" A hét a 19. szazad kozepéig még sulytalan folyadéknak gondoltak, és a melegitést-hiitést ennek a folyadéknak a
betdltésére, illetve kifolyatasara vezették vissza. (Ennek emlékét 6rzi ,,hOkapacitas™ szavunk is.) A héfolyadék elmélet
a fazisatalakulassal jard hofelszabadulast Ggy értelmezte, hogy a hé ilyenkor ,.rejtett” formajabol keriil el§. Innen az
elnevezés is, amely a latin latens = rejtett sz6 alkalmazasa. Magyar kiejtése (,,latens”) megfelel a pannoniai latin
dialektus kiejtési szabalyainak (mint pl. az iskola vagy a statikus szavakban).
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potencial-fiiggvénynek a homérséklet és a nyomas fliggvényében nincs téréspontja, az folytonos és
differencidlhat6 az atalakulasi pontban is. A fliggvény els6 derivaltjainak — a molaris térfogatnak és
a molaris entropidnak — viszont toréspontja van, hasonloképpen, mint az elézéekben elemzett
fazisatalakulasoknal a kémiai potencidlnak. Ebbdl kovetkezéen a masodik derivaltaknak — a
kompresszibilitasnak €s a hokapacitasnak — van szakadédsa az atalakulasi homérsékleten. Az ilyen
tipusu atalakulasokat masodrendii fazisatalakulasnak nevezzik, a kordbbiakban targyaltakat pedig
megkiilonboztetésiil elsorendii fazisatalakulasnak.

A a 7.9. dbran az is latszik, hogy elsérendli fazisatalakulds esetén (felsd sor) a hdkapacitas
alakuldsan nem latszik, hogy ,,késziilodik” egy fazisatalakulds. Hasonl6 a helyzet, ha a kompresszi-
bilitast vizsgaljuk a nyomas fiiggvényében (nincs az abran). Ugyanugy nincs jele az atalakuldsnak
az elsd derivaltak, a molaris entropia és a molaris térfogat hdmérsékletfiiggésén sem. Masodrendii
fazisatalakulds esetén viszont a cp alakulasan a homérséklet fiiggvényében észrevehetjiik, hogy
,késziilodik” a fazisatalakulas: a fliggvény elkezd nagy mértékben ndvekedni. Lefutdsa a
fazisatalakulast kovetden igen gyorsan visszadll a ,normalis” kis valtozdsra a homérséklet
emelkedésével. A jelenséget felfedezé kutatokat a cp fliggvény kisérleti adatok alapjan felrajzolt
képe a gorog A (lambda) betlire emlékeztette, ezért szokas ezeket a fazisatmeneteket A-dralakulds-
nak is nevezni.

A klasszikus (makroszkopikus) termodinamika a masodrendl fazisatalakulasokra nem igazan
tud magyarazatot adni. Ugyan felirhato a Clapeyron egyenlethez hasonld Osszefiiggés a kémiai-
potencial-fliggvény mdsodik derivaltjaival, de a megfeleld egyensulyban sem a fazisszabaly nem
alkalmazhat6, sem pedig a mésodik derivaltak emlitett lefutdsdra nem taldlunk magyarazatot. Ennek
oka az, hogy a masodrendii fazisatalakulasok csak molekularis szinten, az egyensuly koriili
ingadozasok (latin eredetli széval fluktudciok') figyelembevételével értelmezhetSk. Masodrendii
fazisatalakuldson megy at pl. a f-sargaréz vagy Osszetett ionok (pl. NH;,NO;,SO; ,PO; ") s6i
szilard fazisban. Ezekben nem a kristalyszerkezet alapvetd megvaltozasa jatszodik le a fazisatmenet
soran, hanem a kristalyok belsé szimmetridja, vagy a racspontokon 1év0 ionok mozgésformai.

A f-sargaréz kristalya pl. azonos szamu Cu €s Zn atombdl felépiilé kobos racs, amelyben kis
hémérsékleten a kétféle atom gy rendezddik el, hogy két, egymasba agyazott kdbods racsot
alkotnak, igy minden Cu-atomot nyolc Zn-atom vesz koriil, hasonloképpen minden Zn-atomnak is
nyolc Cu-atom kdzvetlen szomszédja van. Kis homérsékleten ez a minimalis energianak megfeleld
szerkezet a stabilis. A homérséklet emelkedésével azonban elegendd energidja lehet az ingadozasok
kovetkeztében egyes Cu €s Zn atomparoknak, hogy helyet cseréljenek, és megbontsdk ezt a
minimalis energiaja, de kis entropidji szerkezetet. A cseréhez az atlagosnal nagyobb energia kell,

ezért novekszik a hdkapacitds a homérséklet emelkedésével. Ahogy egyre tobb atompar helyet

" A fluctuatio latin sz6 hullamzast jelent.
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cserél, egyre kisebb energia kell egy tovabbi par cseréjéhez, mivel koriilottiik mar megbomlott az
energiaminimummal rendelkezd rendezett szerkezet. A folyamat igy mintegy 6nmagéat katalizalja,
¢s egyre konnyebben torténnek a cserék, ezért egyre tobben helyzetet valtanak a hdmérseklet
novekedésével, egyre jobban novelve a valtozasokhoz sziikséges energiaigényt. Az atalakulasi pont
(ebben az esetben 742 K) ott van, ahol kialakul a rendezett racsbol a teljesen véletlenszerii
atomeloszlas. Ezen a hdmérsékleten a hdkapacitas ismét lecsokken, mivel a tovabbi hdmérséklet-
emelkedés mar csak a valtozatlan eloszlast racspontok rezgési energiajat noveli.

Osszetett ionok kristalyaiban kis hémérsékleten a kristalyrics nem teszi lehetévé, hogy az
ionok minden lehetséges forgastengelyiik koriil megfelelden elfordulhassanak. A homérséklet
novekedésével a belsd forgasok adott atalakulasi hdmérsékleten teljes mértékben lehetévé valnak,
itt torténik meg a A-atalakulés. Ilyen atalakuldsok még a fémkristalyok magneses fazisatalakulasai,

illetve a vezetd-szupravezetd atalakulasok is.

7.3. Kétkomponenstii idedlis elegyek folyadek-gdz egyensulya

Ha egy folyadékelegy minden komponense észrevehetd mértékben parologhat, akkor a
folyadék-gdz egyenstly feltétele az, hogy minden komponensre kiilon-kiilon teljesiiljon a kémiai

potencidlok egyenldsége minkét fazisban:

Hip = H g (7.49)
A (6.36) egyenlet alapjan idedlis elegyben a kémiai potencial kifejezheté a x* standard kémiai
potencidl és az x; moltort segitségével. Gazfazisban a moltort helyébe irhatjuk a p; parcialis nyomas

és a p© 6ssznyomas hanyadosat, igy az egyensuly feltételét

% +RTInx, = ¥, + RTIn L (7.50)
p

alakban irhatjuk fel. A tiszta i komponensre (x;= 1) ugyanezen a nyomdson ¢s hdmérsékleten

felirhatjuk a

*
g% = p1*, +RTIn L (7.51)

<
egyenletet. Ha ezt kivonjuk az egyensulyra felirt el6z6 egyenletbdl, az

RTInx, = RTIn-2 (7.52)

p*

Osszefiiggéshez jutunk, amibdl lathatd, hogy a logaritmusok argumentumainak egyenlOknek kell

lennitik. Ennek alapjan felirhatjuk az idealis elegyekre érvényes

p; =xpf (7.53)
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egyenletet, amit Raoult torvénynek neveziink.' Segitségével kiszamithatjuk idealis elegyek
komponenseinek géznyomasat.

Hasznaljuk fel ezt az Gsszefliggést arra, hogy megvizsgaljuk ideélis kétkomponensii (binér)
folyadékelegyek géznyomasat. A folyadék feletti egyenstlyi gdznyomast a folyadék osszetételének

fiiggvényében a

P,

ot = X1P7 + X, P (7.54)
egyenlet szerint szamithatjuk, amelyben Py a gbz 6ssznyomdsa. Mivel x; és x, nem fliggetlenek, az

x> helyébe behelyettesithetiink (1 — x;)-et:

P = x,pf +(1=x)p5 = p5¥ +x,(pf" - p¥) (7.55)
Az eredmény szerint tehat a géz 6ssznyomasa a folyadékosszetételt jellemzd x; moltort fiiggve-
nyében egyenes, amint az a 7.10. 4bran lathato.
Az egyensulyi géznyomast kifejezhetjiik a géz Osszetételének fliggvényében is. Jeloljik a
komponensek moltortjeit a gézben y;-el és y,-vel. Ezeket kifejezhetjilk a megfeleld parcidlis

nyomasokkal:

n="Lr ¢ oy, =D (7.56)

tot

Ennek alapjan felirhatjuk az x; moltortet

x, = Lt (7.57)
*

D

alakban, és azt behelyettesithetjiik az 0ssznyomas (7.55) kifejezésébe:

P yl Rot

p*
o = PF+ PE = Py (7.58)

tot

P pr
Az egyenlet atrendezésével kiemelhetd a Py 0ssznyomas:
1- P\ 7.59
Vit =P3 (7.59)

*

D

P,

tot
Ebbdl kifejezhetjiik az 6ssznyomast a gbz y; moltortjének fiiggvényében:

% 4y
Py =—HE (7.60)
P+ (py —pf)

Az eredmény szerint tehat a g6z 0ssznyomasa a gdzosszetételt jellemzd y; moltort fliggve-

nyében

! Frangois-Marie Raoult (1830-1901) francia kémikus. Elséként foglalkozott hig oldatok fagyaspontcsokkenésével és
gbéznyomascsokkenésével, ezért nevezték el rola a molalitast (Raoult koncentracio) és a (7.53) Raoult torvényt.
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konstans,

(7.61)

tot =
*  konstans, + konstans, y,

alak transzformalt hiperbola, amint az a 7.10. abran lathato.

P p,*
N
g 2
> IS
g 1)
S =
8 g
NS
on
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
x, moltort a folyadékban », moltdrt a gbzben

7.10. abra. Kétkomponensti idealis elegy gbznyomasa a folyadék és a g6z Osszetételének
fiiggvényében ugyanazon a hdmérsékleten.

A 7.11. &bra ugyanazokat a géznyomasgorbéket tartalmazza, de azon feltiintettiik a megfeleld
fazisok stabilitasi tartomanyait is. Ehhez azt kell meggondolnunk, hogy K =2 komponens és F =2
fazis esetén a szabadsagi fokok szama a fazisszabaly értelmében Sz = K+ 2 — F = 2. Ez azt jelenti,
hogy ha rogzitjiikk a hdmérsékletet (ami mindkét diagramban alland6 és azonos) valamint az dssze-
tételt, akkor azokhoz mar csak egy meghatarozott nyomas — az egyensulyi géznyomas vagy mas
néven a telitett goz nyomasa tartozhat. Ezt a géznyomadst a Raoult toérvény alapjan kapott (7.55) és
(7.60) egyenletek hatarozzdk meg. Ha az adott Osszetételnél a nyomds ennél kisebb, akkor a
folyadék nem lehet stabilis: elparolog és gdz lesz beldle. Ha a nyomas nagyobb, akkor pedig a g6z
nem lehet stabilis: kondenzal és folyadék lesz belle. A géznyomasgorbe tehat éppen a folyadék- és
a gbdzfazis stabilitasi hataran helyezkedik el.

A két diagramot nem érdemes kiilon-kiilon lerajzolni; azok egyesithetOk egyetlen diagramban.
gy kapjuk a 7.12. 4bran lathatd folyadék-géz fazisdiagramot. Ennek vizszintes tengelyén csak
egyetlen koncentracidskala van, amelyik a fels6, egyenes vonal esetén a folyadék Osszetételét, az
alsd, hiperbolikus gorbe esetén pedig a gdz Osszetételét jelenti. A felsé egyenes vonal adott
folyadék-osszetételhez tartozd egyenstlyi géznyomast jelent, ezért ezt nevezhetjiik tovabbra is
goznyomasgorbének. Mivel a folotte 1évé (nagyobb nyomast) teriileten csak a folyadék stabilis,
ezért szokasos neve még a folyadékgorbe vagy latin eredetli szoval likviduszgorbe. Az alsd gorbe
viszont azt a nyomast mutatja, amelyen az adott dsszetételii gdz kondenzalddik (beldle folyadék-

cseppecskék csapoddnak ki), ezért lehet harmatpontgérbének nevezni. Mivel az alatta 1évd (kisebb
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nyomasu) teriileten csak a goz stabilis, ezért szokdsos neve még a gozgorbe vagy latin eredetii

szoval vaporgorbe.

P, P,
2 P> Py csak folyadék P> Py csak folyadék
;
= =
IS ]
:o é‘
o0 N
Ne)
an
P <Py : csak goz p* p*
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
x, moltort a folyadékban », moltort a gézben

7.11. ébra. Kétkomponensti idedlis elegy folyadék- és gbézfazisanak stabilitdsi tartomanya a
folyadék és a g6z Osszetételének fiiggvényében, ugyanazon a hdmérsékleten.

h
arma tpOn thrbe

rr

goz

moltort
7.12. abra. Kétkomponensti idealis elegy x—P folyadék-gdz fazisdiagramja.

A két koncentracioskala egyesitésének az is kovetkezménye, hogy a fazisok elhelyezkedését
kissé masképpen értelmezziik, mint az eredeti két diagramon. Az abran vizszintes vonallal bejelolt
allando nyomason pl. az x; 0sszetételii folyadék elparolgasakor csak az x, Osszetételli géz keletkez-
het, mivel az van egyensulyban a folyadékkal. Ennek megfeleléen az x; és az x, Osszetételnek
megfeleld L és V pontokat 6sszekotd szakaszon — amit a diagramban szaggatott vonal jeldl — nincs
semmilyen fazis sem. Természetesen igy van ez barmely mas nyomason is, ezért a két gorbe kozotti
teriilet fazismentes tartomany. Ha eltekintlink attol, hogy kétkomponensii elegyiinkben folyadék is

€s g0z is van, €s csak a két fazis atlagos Osszetételét tartjuk szdmon, az természetesen x; €s az x,
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kozé esik. Sok tankdnyvben emiatt a fazismentes tartomanyt szokds kétfazisu tartomanynak is
nevezni. Véleménylink szerint azonban ez félrevezetd lehet, hiszen az adott Osszetétel és nyomas
mellett nem létezik stabilis fazis, az ottani atlagos Osszetételnek megfeleld helyeken pedig csak a
likviduszgorbén 1évo folyadékallapot és a vaporgorbén 1€vo gbzallapot 1étezhet egyiitt.

A fentiekhez hasonléan készithetiink olyan diagramokat is, amelyekben nem a folyadék-gdz
egyensulyi nyomast abrazoljuk az Osszetétel fiiggvényében allanddo hOmérsékleten, hanem az
egyensulyi hdmérsékletet allanddo nyomason. Ebben az esetben is két gorbét kapunk: a folyadék-
Osszetétel fliggvényében a forraspontgorbet, illetve a gbézosszetétel fiiggvényében a harmat-
pontgorbét. Ezt a diagramot x—7T fazisdiagramnak nevezzik. A 7.12. x—P fazisdiagramnak
megfeleld x—T fazisdiagramot a 7.13. abran lathatjuk. Ezen a diagramon természetesen a felsd
(nagyobb hdomérsékletl) teriileten a gdzfazis, az also, (kisebb hdmérsékletii) teriileten pedig a
folyadékfazis a stabilis. Ennek megfelelden a vaporgorbe a felsd, a likviduszgorbe az alsé a kettd

kozil.

folyadeék

X
moltort

7.13. abra. Kétkomponensti idedlis elegy x—T7 folyadék-gbéz fazisdiagramja.

Az abran vizszintes szaggatott vonallal bejelolt allanddo hémérsékleten az x; Osszetételil
folyadék elparolgasakor csak az x, Osszetételli géz keletkezhet, mivel az van egyenstlyban a
folyadékkal. Ennek megfeleléen az x; és az x, Osszetételnek megfeleld L és V pontokat 6sszekotd
szakaszon itt sincs semmilyen fazis sem, igy a két gorbe kozotti teriilet ebben az esetben is
fazismentes tartomany.

Az abrén lathato x—T fazisdiagramot a kovetkezd Gsszefiiggések alapjan szerkeszthetjiik meg.
A diagram egy adott Py alland6 6ssznyomashoz tartozik, ami a két komponens parcialis nyomasai-
nak Osszege. Ezt az x; folyadékmoltort fliggvényében a (7.55) egyenlet alapjan szamithatjuk. A

szamitashoz sziikségiink van a két tiszta komponens 7, és T; forraspontja kozotti hdmérsékleteken
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azok p és p¥ egyensulyi géznyomdasaira. Ezeket a Clausius-Clapeyron egyenlet (7.44) integralt

alakjanak alkalmazésaval szamithatjuk ki:

p¥(T)=p(T))e

Az igy kapott géznyomdasokat behelyettesithetjiik a (7.55) egyenletbe, majd annak megoldasaval

(7.62)

kaphatjuk 7" hdmérsékleten a Py, 6ssznyomasnak megfeleld x; dsszetételt:

_ p*
xl — Ptot p2 (T) (7.63)

pi ()= p3(T)

Az x; folyadékmoltort ismeretében a (7.56) egyenlet szerint szamithat6 a gézbeli y; moltort:

x,p¥
y, = —IID 1 (7.64)

tot
A fent leirt eljarassal szdmitott x—7" fazisdiagramban a likviduszgorbe (forraspontgorbe) sem egye-

nes, hanem konkav gorbiiletii.

moltort

7.14. dbra. G6z- ¢és folyadékmennyiség szamitasa kétkomponensii elegy folyadék-goz fazisdia-
gramja alapjan az ,,emeldszabaly” alkalmazaséaval. A folyadékbdl és gézbdl allo hetero-
gén rendszerben az 1-es komponens moltortje x, a folyadékban x;, a gdzben pedig x,.

Amint a 7.2.2. fejezetben emlitettiik, az egyensulyban 1év6 fazisok mennyisége kiszamithato
olyan féazisdiagramok alapjan, amelyekben az egyik valtozé extenziv vagy molaris extenziv
mennyiség. A 7.13. abran lathato x — T diagramon a moltort az extenziv anyagmennyiség molaris
értéke, igy itt is alkalmazhato az emeldszabaly. A 7.14. dbran az egyenstlyi hdmérsékletet jelentd
vizszintes vonalon a moltort a két fazisban egyiittesen x, a folyadékban x;, a gézben pedig x,. Az x,
és x kozotti tavolsag a, az x; és x kozotti tavolsag pedig b. A géz-folyadék rendszer n molszama

kifejezhetd a g6z n, és a folyadék n; anyagmennyiségével:
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n=nx,+nx =(n+n)x (7.65)
Helyettesitsiik be az x; helyébe az x + b, az x, helyébe az x — a mennyiségeket:
n(x+b)+n (x—a)=(n,+n,)x (7.66)

A szorzéasok elvégzése és Gsszevonds utan az

n,a=mnb (7.67)
wemeloszabalyt” kapjuk, amelynek alapjan kiszdmithatjuk a gbéz—folyadék aranyt a kétfazisu
rendszerben:

n, _b (7.68)

n, a

7.4. Kétkomponensti realis elegyek folyadek-g6z egyensulya

Az ¢el6z6 fejezetben leirt idedlis viselkedést természetesen nem varhatjuk el 1étez6 folyadék-
elegyektdl. Jo kozelitéssel igy viselkednek azonban az egymashoz nagyon hasonlé molekulakbol
allo folyadékok elegyei, mint pl. a benzol-toluol elegy. A gyakorlatban eléfordulé folyadékelegyek
azonban a molekularis kolcsonhatasok sokfélesége miatt igen kiilonbozd elegytulajdonsagokat
mutatnak. Mivel a molekularis kolcsonhatasok fiiggnek az Osszetételtdl, ezért az egyes kompo-
nensek parcidlis nyomasa nem koveti a Raoult torvényt, és az eltérés mértéke is kiilonbozik az
Osszetétel fliggvényében. Példaként vizsgaljuk meg a 7.15. é&bran lathaté etanol-viz elegy

géznyomasgorbéit.

D
(=]
1

40+

gbznyomas, torr

Xano @ folyadékban

7.15. ébra. Viz-etanol elegy géznyomdsa az Osszetétel fliggvényében. Vékony pontozott vonalak
mutatjdk a Raoult térvénynek megfeleld, illetve a kis koncentracidok tartomanyaban
kozelitdleg érvényes Henry torvénynek megfeleld parcialis nyomasokat.
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Az abran lathat6, hogy mindkét komponens parcidlis nyomdsa nagyobb annal, mint amit a
Raoult torvény alapjan szamithatunk. Ezt szokds a Raoult torvénytdl, vagy az idealitastol valo
pozitiv eltérésnek nevezni. (Hasonloképpen negativ eltérésnek nevezhetjiik, ha a géznyomdsok
kisebbek, mint ami a Raoult térvény alapjan szamithato. Ilyen példaul az aceton-kloroform, vagy a
salétromsav-viz elegy.) Az eltérések olyan lefutastiak, hogy nagy koncentracioknal (egyhez kozeli
moltorteknél) mind a viz, mind az etanol esetén a géznyomds csak igen kis mértékben tér el a
Raoult torvénytdl. Itt tériink vissza arra az elnevezésre is, amelyet a (6.86) egyenlet kapcsan
emlitettlink: a tiszta anyagra vonatkoztatott relativ aktivitas kifejezését éppen a folyadékelegyeknek
ezen tulajdonsaga miatt szokas Raoult torvény szerinti aktivitasnak nevezni.

Kis koncentracioknal (0-hoz kozeli moltorteknél) mindkét komponens géznyomasa erdsen
eltér ugyan a Raoult térvénynek megfelel6tdl, azonban az Osszetétellel egy kis koncentracio-
tartomanyban linearisan valtozik. Ez a tulajdonsag kovetkezik a 6.4. fejezet elején leirt molekularis
kolesonhatasok természetébdl: a toményebb oldatok feldl indulva elébb-utobb eljuthatunk egy
olyan Osszetételhez, ahol az oldat mar elegendden hig ahhoz, hogy tovabbi higitas esetén az oldott
anyag részecskéit koriilvevd oldoszermolekulak elhelyezkedése és kdlcsonhatdsa azokkal nem
valtozik észreveheté mértékben. Az ilyen ,,szolvatalt komponens™ viselkedése természetes modon
kiilonbozik attél, mint amilyen tiszta anyagban lenne. Eppen ezt tiikrozi a kis koncentracioknal
linearis parcialis nyomas gorbe, amely azonban nem esik egybe a Raoult torvénybdl szamithato
gorbével. Ezt nevezziik a Henry torvény szerinti' viselkedésnek. Ennek megfeleléen a (6.89), illetve
a (6.131)-(6.133) kifejezésekkel megadott, a végtelen hig oldatra vonatkoztatott relativ aktivitasokat
szokas Henry torvény szerinti aktivitasnak is nevezni.

Kétkomponensii realis elegyek folyadék-gdz fazisdiagramja a fent leirtak miatt jelentésen
kiilonbozhet az idedlis elegy fazisdiagramjatdl. Ha a molekuléris kdlcsonhatasok erdsen kiilonboz-
nek az Osszetétel fliggvényében, gyakran eléfordul, hogy az eltérés a Raoult torvénytdl olyan
mértékil, hogy az elegy géznyomdsgorbéje (pozitiv eltérés esetén, amikor az elegyben a molekulak
kevésbé kotddnek egymashoz, mint a tiszta anyagokban) nagyobb nyomast is elér, mint az
illékonyabb tiszta komponens géznyomasa. Ebben az esetben egy adott dsszetétel-tartomanyban az
elegy jobban parolog, mint az illékonyabb tiszta komponens. Az idedlistdl vald negativ eltérések
esetén (amikor az elegyben a molekuldk jobban kotédnek egymashoz, mint a tiszta anyagokban)
pedig az fordul el6 gyakran, hogy az elegy géznyomadsa egy adott dsszetétel-tartomanyban kisebb,
mint a kevésbé illékony tiszta komponensé. A 7.13. abran lathatd egyszerl ,,szivar alak™ helyett

redlis elegyek fazisdiagramjai kiilonb6zé modon és mértékben torzultak. Ha létezik olyan elegy,

' William Henry (1775-1836) angol kémikus. 1803-ban megjelent cikkében gazok vizoldhatosagara vonatkozd
kisérleteirdl ir. Eredményei szerint az oldott géz parcialis nyomasa a gdztérben aranyos annak folyadékbeli koncent-

V4

nem a tiszta anyag parcialis nyomasa, hanem a Henry dllandonak nevezett K .
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amelynek gbéznyomasa nagyobb vagy kisebb, mint az egyik tiszta komponensé, akkor a
fazisdiagramban sem a harmatpontgdrbe, sem a forraspontgdrbe nem monoton lefutdst, hanem
mindkettd egy extrémumon halad keresztiil, amely pontban a folyadék Osszetétele megegyezik a
gbz Osszetételével. Ilyen a fentebb mar példaként emlitett etanol-viz elegy is, amelynek x — T
fazisdiagramjat a 7.16. abran lathatjuk. (Valamennyire vézlatosan, mert a nagy etanol-
koncentracioknal eltorzitva felnagyitottuk a hdmérsékletskalat, hogy latsszon az egyensulyi gorbék
lefutasanak jellege. A minimalis forraspont egybeesik a 7.15. dbran — torzitas nélkiil — lathato kis
gbznyomas-maximummal.) Az ilyen tulajdonsagu elegyeket azeotrdp elegyeknek' nevezzik, az

extrémunmhoz tartozé koncentraciot pedig azeotropos dsszetételnek.

[

S

S
i

95 1

90

hémérséklet, °C

85

-78,5 °C
-78,15 °C

80

75 T T T T

etanol

7.16. abra. A viz-etanol elegy x — T fazisdiagramja 1égkdri nyomason. Az azeotrop Osszetételnél
nagyobb koncentracidtartomanyban (sziirke teriilet) a hdmérséklet-tengelyt erdsen
felnagyitottuk, hogy latsszanak a részletek.

Termodinamikai ismereteink alapjdn konnyen kiszamithatjuk, milyen lefutasunak kell lenni a
likvidusz- és a vaporgorbéknek azeotropos elegyek a fazisdiagramjaban. Irjuk fel az egyensulyban

1év6 két fazis mindegyikére a Gibbs-Duhem egyenletet:
S'dT -V dP+n/du, +n,du, =0 (7.69)
S'dT —V'dP+nidu, +nidu, =0 (7.70)
Az egyenletek felirdsakor kihasznaltuk, hogy egyensulyban a 7 hémérséklet, a P nyomas ¢€s a
komponensek z; és u kémiai potencialja a két fazisban azonos. Irjuk at ezeket az egyenleteket az
adott fazisok 1 mdlnyi mennyiségére, azaz osszuk el mindkét egyenletet az adott fazis Ossz-

molszamaval. Ekkor az entrépia és a térfogat helyébe a megfelelé molaris mennyiségek keriilnek, a

' Az azeotrép sz6 gorog eredetii. A (ew = forr ige és a tpomy = véltozas (megfordulas) fonév osszetételének a tagadast
kifejez6 a- prepozicioval képzett melléknévi alakja: a-Cew-tpomikog [a-zeo-tropikosz] = valtozas nélkiil forralhato.
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komponensek anyagmennyiségei helyébe pedig a megfeleld moltortek. A moltortek koziil elegendd
egyiket szerepelteni, amit jeldljiink index nélkiili x-el, a masik komponens moltortje 1 —x alakban
irhato:
s'dT —v'dP+(1-x")du, +x"du, =0 (7.71)
s'dT —v'dP+(1-x")du, + x'du, =0 (7.72)
Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet:
(s" =s"YdT —(v' —v")dP —(x" — x")du, —du,) =0 (7.73)
Allandé hémérsékleten (d7=0) egyrészt elhagyhatjuk az elsd tagot, masrészt felirhatjuk a
nyomast is €s a kémiai potencidlokat is az x Osszetétel egyvdltozos fiiggvényeként, mivel tudjuk,

hogy a kétfazisu rendszernek allandé homérsékleten mar csak egy szabadsagi foka marad. Ennek

figyelembevételével, a lancszabaly felhasznalasaval igy felirhatjuk:

- —vl)d—de =(x" —xl)(%—%)dx (alland6 T) (7.74)
dx dx  dx
Most hasznaljuk ki, hogy az azeotropos Osszetételnél parolgaskor nem valtozik meg az dsszetétel,
azaz x’—x' = 0. Ekkor az egyenlet jobb oldala zérus. A bal oldali szorzatban v'—v' sem, és dx sem
z@rus, ezért az egyenlet csak akkor igaz, ha
j’l—i =0 (4llando T) (7.75)

Mivel az x valtozé lehet akar a gézfazis, akar a folyadékfazis osszetétele, ezért allandd homér-

sékleten az azeotropos Osszetételnél mind a likvidusz-, mind a vaporgdrbének extrémumanak kell

lenni. Hasonlo6 6sszefiiggéshez juthatunk, ha a (7.73) egyenletet alland6é nyomésra (dP = 0) irjuk fel.
Ekkor fennall az

(" =)y = (2 —x’)(ﬂ—ﬂ dx  (illando P) (7.76)
dx dx dx
egyenldség, amibdl a fent leirtakkal analog mdédon az azeotropos Osszetételnél a
Aar =0 (allando P) (7.77)
dx

feltételi egyenletet kapjuk.

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy azeotrép elegyekben az azeotrdpos Osszetételnél mind az
x — T, mind az x — P fazisdiagram mindkét egyensulyi gorbéjének extrémummal kell rendelkeznie,
ami lehet akdr minimum, akar maximum. Mivel a folyadék ¢€s a géz Osszetétele azonos, igy a két
gbrbe extrémuma pontosan egybeesik. Ezt a viselkedést tiikrozik a két esetet bemutatd vazlatos
fazisdiagramok a 7.17. abran. Az x— P fazisdiagramok alland6 homérséklete megegyezik az
azeotropos elegy forraspontjaval, ezért az Osszetartozd diagramokon az Xs.eowsp koncentraciok

azonosak. (Az azeotropos elegyek Osszetétele természetesen nyomads- ¢s hdmérsékletfiiggo.)
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folyadék
P ; P
i i
X azeotrop X X azeotrop X
g0z
T T
g0z
folyadék
folyadék
| i
X azeotrop X X azeotrop X

7.17. dbra. Azeotrop elegyek vazlatos x—P ¢és x—T fazisdiagramjai. Az x— P fazisdiagram
folyadékgorbéje (felsd) egyuttal az elegy egyensulyi géznyomdasat is mutatja. a)
minimdlis forrdsponti azeotrop elegy, amelyben az elegy géznyomésa nagyobb az
illékonyabb tiszta komponens gdéznyomasanal. b) maximalis forrdsponti azeotrop
elegy, amelyben az elegy géznyomasa kisebb a kevésbé illékony tiszta komponens géz-
nyomasanal. Az x — P fazisdiagramokban szaggatott vonallal feltiintettilk az idealis
elegynek (a Raoult torvénynek) megfeleld gdznyomast is.

7.5. Korlatlanul elegyedd kétkomponensii idealis elegyek szilard-folyadék
egyensulya

Szilard fazisban az elegyedésnek szigorubb feltételei vannak, mint folyadékban. Ennek oka az,

hogy kiilonb6z6 anyagok kristalyszerkezete nagyon eltérhet egymastdl, igy elegykristaly képzésére

ritkan nyilik lehet6ség. A gyakorlatban eléforduld, kozel idedlis szilard elegyek is alatamasztjak ezt:

ilyen rendszer pl. az arany-platina vagy az arany-eziist. Ezekben a komponensek kristalyszerkezete

is hasonld. Az idealis elegyedést tiikroz6 x — T szilard-folyadék fazisdiagramot a 7.18. abran

lathatjuk.
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hémérséklet

Ky
3_-_._-_-_-_-._-_._

moltort

7.18. ébra. Kétkomponensii idedlis elegy szilard-folyadék fazisdiagramja.

A diagram termodinamikai szamitdsa ebben az esetben is azon alapulhat, hogy a komponensek
kémiai potencialja egyenstilyban mindkét fazisban azonos. Az abranak megfeleléen legyen az 1-es
komponens olvadaspontja (77) magasabb, ¢s irjuk fel az egyensuly feltételét erre a komponensre

egy adott 7; > T > T, hdmérsékleten:
Wi (T)+RTInx, ;= 15 (T)+RT Inx,, (7.78)

Az egyenlet atrendezésével a

X1

(7.79)

#,(T) = p5(T) = RT In

xl,s
Osszefiiggést kapjuk. Ugyanezt az egyenletet felirhatjuk a masik komponensre is. Ha ismerjiik a

tiszta komponensek x*(7) kémiai potencidljainak hdmérsékletfiiggését, akkor a két egyenlet
megoldasaval minden hémérsékleten kiszamithatjuk az egymadssal egyensulyban 1évd szilard- és
folyadékfazis Osszetételét. Annyi mindenesetre ebbdl az egyenletbdl is lathatd, hogy az 1-es
komponens 7' olvadaspontjanal alacsonyabb homérsékleten (ahol a szilard elegyfazis olvad) a tiszta
1-es komponensnek a szilard alakja Iévén a stabilis, 7 (T) < 1% (T), igy In (x1,1/x1,5) <0, azaz

minden Osszetételnél igaz az x; ; <x; ; relacio. A gorbék konkrét alakja a homérsékletfiiggd p*(T)

kémiai potencidloktol fiigg.

7.6. Kétkomponensii rendszerek fazisegyensulyai korlatoltan elegyedd
komponensek esetén

Amint a 7.1. alfejezet végén mdr utaltunk rd, ha egy adott fazis energidja az extenziv valtozok,
koztiik az Osszetétel (az m anyagmennyiség-vektor) fliggvényében nem konvex, akkor a rendszer
,valasza” erre az esetre a fazisszétvalas. Tudjuk, hogy allando hdmérsékleten €s nyomason a termo-
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dinamikai egyensuly a G (7, P, n) szabadentalpia-fliggvény minimumaban van. Kézenfekvo ezért az
intenziv allapotjelzokkel torténd jellemzés esetén a molaris szabadentalpia-fiiggvény, g (T, P, X)
alkalmazasa az egyensulyi feltételek meghatdrozasara. Ennek a fiiggvénynek a moléris extenziv x;
komponens-moltortek fliggvényében mindig konvexnek kell lennie.
Idealis elegyek molaris szabadentalpidja a (6.39) egyenlet értelmében felirhato
K
g=> x,(u*+RTnx,) (7.80)
i1
alakban. Irjuk fel ezt kétkomponensii elegyre:
g=x 5 +(1—x)p¥+RT[x, Inx, +(1—x,) In(1-x,)] (7.81)
Rendezziik 4t az egyenletet:
g =+ x, (1 — 1)+ RT[x,Inx, +(1-x,) In(1-x,)] (7.82)
Ebben az alakban jol lathato, hogy az elegy molaris szabadentalpidja az dsszetétel fliggvényében a
tiszta anyagok 3 (T") és u*(T') kémiai potencidlja (azaz molaris szabadentalpidja) kozott valtozik,
a masodik tag kdvetkezményeképpen pedig mindig konvex, mivel x; is és (1 —x;) is egynél kisebb.
A konvex g fliggvény gorbiilete a (7)) ¢és u*(T) kémiai potencidlok és az RT energia
viszonyat6dl fiigg: nagyobb RT esetén a gorbiilet nagyobb, a minimum mélyebb, és egyuttal

kozelebb is keriil a szogletes zardjelben 1évo kifejezés minimumahoz, x; = 0,5-hez.

2.0
g/RT 1
]

1.0

0.5 n

0.0 - T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

7.19. ébra. Idealis kétkomponensli elegy molaris szabadentalpidja az Osszetétel fliggvényében. A
fliggdleges tengelyen a skala RT egységekben van feltiintetve. A tiszta komponensek
kémiai potencialjai: *(T)=0,5RT és p¥(T)=15RT .

Redlis elegyek kémiai potencidljai a molekularis kolcsonhatdsok Osszetételfiiggése miatt

jelentdsen eltérhetnek az idedlis elegyekre szamithatdo kémiai potencialoktol, igy azok molaris
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szabadentalpia-gorbéje is. A szabadentalpia szamitdsa redlis elegyekre a (7.80) egyenlet

megfelelden modositott valtozatdval végezhetd:

K
g=Y x,(u* +RTna,) (7.83)

i=1

7.6.1. Folyadék-folyadék fazisdiagramok

Az aktivitasok koncentraciofiiggése fleg folyadékokban gyakran olyan, hogy az ennek alapjan
szamitott szabadentalpiafiiggvény nem konvex, abban eléfordul konkav tartomany is, amint azt a

7.20. abra szemlélteti.

molaris szabadentalpia
molaris szabadentalpia

7.20. abra. Redlis kétkomponensii elegy molaris szabadentalpidja az Osszetétel fliggvényében. A
kiilonb6z6 gorbék feliilrdl lefelé novekve hémérsékletekhez tartoznak. Te-rel jeloltik
azt a kritikus hdmérsékletet, amely alatt a szbadentalpiafiiggvény konkav, felette pedig
megjelenik benne két minimum. A baloldali diagram a (7.83) egyenlet alapjan
szamithato molaris szabadentalpiat mutatja. A nagy pontok kozotti szaggatott vonalak a
globalis instabilitas tartomanyat jelolik. Ezt a tartomdnyt a jobboldali diagram vékony
folytonos vonala hatarolja, amelyen beliil nem Iétezik stabilis fazis. A szétvalt tazisok

c sy

metszéspontja hatdrozza meg, amint ezt a baloldali dbra legalsé gorbéjén szemléltetjiik.
Ezeket a pontokat a jobb oldali abran roviden szaggatott egyenesekkel kotottiik dssze.

Az abra baloldali diagramjan a szdmitott molaris szabadentalpia gorbéi lathatok a hdmérséklet
fliggvényében. A Ti,-rel jelolt gorbe f616tt (7,,-nél kisebb hémérsékleteken) a gorbe konvex, igy az
elegyfazisok a teljes koncentracidtartomanyban stabilisak. 7i,-nél nagyobb hémérsékleteken azon-
ban a gorbék kozépsO része instabil (konkav), amihez mindkét oldalon metastabil tartoméanyok
csatlakoznak. Globalis stabilitds azon csak ugy lehetséges, ha az egész gbrbe érintéi mindeniitt a
gorbe alatt haladnak. Ezt a feltételt ugy lehet ,helyreallitani”, ha az instabil gorbék also érint6i
helyettesitik az instabil tartomdnyban szamitott molaris szabadentalpidt. Az érintéknek megfeleld

szabadentalpia pedig ugy tud kialakulni, hogy az elegy szétvalik két fazisra, amely fazisok éppen az
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érintési pontokban vannak. A fazisok relativ mennyisége a bruttd Osszetétel alapjan az
emeldszabaly segitségével szamithato (1d. 7.2.2. fejezet.).

Az elegyedés korlatait intenziv valtozok fiiggvényében célszerlien az x—T fazisdiagramban
abrazolhatjuk, ahol a vizszintes tengelyen tovéabbra is az Osszetétel van, a fiiggéleges tengelyen
azonban a fenti dbra gorbéihez tartoz6é homérséklet. Az ily modon transzformalt adatok lathatok a
7.21. abran. Ilyen also kritikus elegyedési homérséklete van pl. a viz-trimetilamin rendszernek 13 °C

hémérsékleten, amely felett szételegyedik.

hémérséklet

fazismentes teriilet

a folyadék b folyadék

korlatlan elegyedés

X

7.21. abra. A 7.20. abran lathato korlatoltan elegyedd realis kétkomponensii elegy x—7 fazis-
diagramja. A T, kritikus elegyedési hdmérséklethez behtizott szaggatott vonal alatt az
elegyedés korlatlan, folotte (a folyadékok kritikus homérsékletéig, aminél nagyobb
hémérsékleten nincs fazisszEétvalas) az elegy a vastag vonal altal kijelolt Osszetételti két
nem elegyedod folyadékfazist hozza létre.

A molekuléris kélesonhatasok 0sszetételfiiggése gy is alakulhat, hogy az eltérések az idedlis
elegyekre szamithatd kémiai potencialtdl olyanok, hogy a viszonyok éppen forditottak, mint ami a
7.20. és 7.21. abran lathato. Ebben az esetben a hdmérséklet csokkenésével torténik fazsisszétvalas a
kritikus homérsékletnél kisebb homérskleteken. Ilyen felso kritikus elegyedési homérséklete van pl.
a hexan-nitrobenzol rendszernek 13 °C homérsekleten, amely alatt szételegyedik. Van olyan
kétkomponensii elegy is, amely csak egy véges hdmérséklettartomanyban elegyedik szét, és ennél
kisebb homérsékleten is és nagyobb hémérs€kleten is korlatlanul elegyedik egymassal a két
komponens. Igy viselkedik pl. a légkori nyomésnal joval nagyobb nyoméson a viz-nikotin elegy,
amelynek alsé kritikus elegyedési homérséklete 61 °C, a fels6é pedig 210 °C. Az emlitett harom
kiilonb6z6 kritikus elegyedési tulajdonsadgot mutatod fazisdiagram-tipusokat a 7.22. abran foglaltuk
Ossze. Megjegyezziik, hogy az abrdn lathatd b) és c) tipusu diagramok esetén lehetséges ugyanezen

diagramokba berajzolni a kétkomponenst elegyek folyadék-g6z egyenstlyi gorbéit is, igy egyetlen
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fazisdiagram tartalmazhatja a folyadék-folyadék és a folyadék-gdz fazisszétvalasoknak megfeleld

egyensulyi gorbéket.
a) b) ’ C) korlatlan elegyedés
2cr 7]
korlatlan elegyedés
E TCl' I E
~ =<
o] - O
;g fazismentes teriilet ) fazismentes teriilet £ fazismentes teriilet
2 5 2
g
5]
=
TC"_ _______ . LTt Tlcr'
korlatlan elegyedes korlatlan elegyedés
T T T T T T T T T T T T
0 x, 1 0 x, 1 0 x, 1

7.22. abra. Korlatoltan elegyedd redlis kétkomponensii elegyek x—T7 fazisdiagramjainak lehetséges
tipusai. Az a) diagram az also kritikus elegyedési homérséklettel, a b) diagram a felsd
kritikus elegyedési homérséklettel, a c¢) diagram az also ¢és felsd kritikus elegyedési
hémérséklettel is rendelkezd elegyeket szemlélteti. A T, kritikus elegyedési hdmérsék-
letekhez behuzott szaggatott vonalon til az elegyedés korlatlan, a gorbék kozotti
fazismentes teriiletre esO bruttd Osszetétel esetében pedig a szételegyedés a gorbéken
talalhat6 Osszetételil két, egymassal nem elegyedd folyadékfazist eredményez.

7.6.2. Folyadék-szilard fazisdiagramok

Ha egy kétkomponensii rendszer alkotoinak kristalyszerkezete azok tiszta allapotaban nagyon
eltérd, akkor a két komponens szilard fazisban gyakorlatilag akkor sem elegyedik egymassal, ha
folyadékfazisban az elegyedés koztiik korlatlan. Ebbe az elegytipusba tartoznak pl. a vizben oldott
sok ¢és sok fémotvozet'. Amikor a korlatlanul elegyedé folyadék hiitésekor elérjiik annak
fagyaspontjat, akkor abbol mindig valamelyik tiszta komponens kezd el kifagyni. A folyadékelegy
fagyaspontja természetesen fligg az Osszetételtl, amit a komponensek kémiai potencialjai alapjan
kiszamithatunk. (A szamitas részletei hig oldatok esetére a 7.6.3. alfejezetben taldlhatok.) Annyit
szamitds nélkil, kvalitativ megfontoldsok alapjan is kikdvetkeztethetiink, hogy az egyik

komponenst nagy koncentracidban tartalmazd elegyekben ennek a komponensnek a kémiai

vazlatosan lerajzolhatjuk a kémiai potencial hémérsékletfiiggését a tiszta szilard, a tiszta folyékony,
¢s a folyékony elegyfazisban. A tiszta fazisbeli gorbék lefutdsa megegyezik a 7.5. abran lathatoval,
a folyadékelegyben pedig kisebb lesz a kémiai potencidl, mint a tiszta folyadékban. Ez a csokkenés
annal nagyobb, minél kisebb az adott komponens moltortje az elegyben. A 7.23. abrardl

leolvashatjuk, hogy ennek megfeleldéen az elegy fagyaspontja is egyre csokken. Hasonlo a helyzet a

! Otvizetnek nevezziik az olvadékbol eléallitott fémkeverékeket. A sz6 az ont ige régebbi ot alakvaltozatabol keletkezett
-s képzovel (mint pl. a szoros, tilos), v hang betoldasaval. Az ‘61’ t6 alapjan alkottdk meg a nyelvijitas koraban az
otvény és otvoz szavakat. Ez utobbi szarmazéka, az dtvozet késébb kiszoritotta az 6tvényt a hasznalatbol.
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masik tiszta komponens és az abban gazdag elegy esetén is, azaz mindkét tiszta komponens

Az x—T szilard-folyadék féazisdiagram alakja ennek megfeleléen visszatiikr6zi a tiszta
anyagoktol az Osszetétellel a fazisdiagram belseje felé tartva a fagyaspont csokkenését. Amikor a
két csokkend gorbe talalkozik, akkor a folyadékban mindkét komponens kémiai potencialja meg-
egyezik a megfeleld tiszta komponens (tiszta) szilard fazisbeli kémiai potencialjaval, ezért az
Osszetétel tovabb nem valtozik. Ennél az Osszetételnél és ezen a hdmérsékleten a maradék
folyadékelegy megfagy, ezért abbol egyszerre valnak ki mindkét komponens kristalyai. A kivalt
szilard fazis ilyenkor a két tiszta szilard komponens mikrokristalyainak elegye lesz. Ez a
folyadékelegy van egyenstlyban a legkisebb homérsékleten a szilard fazissal, igy a megfeleld
szilard fazis olvaddspontja a legalacsonyabb. Emiatt az ilyen Osszetételii elegyet eutektikus

elegynek’, a megszilardult fazist pedig eutektikumnak nevezziik.

H;

\ 4

olvad T

’
olvad

7.23. 4bra. A nagy koncentracioban eléfordulé komponens kémiai potencialja a hémérséklet
fliggvényében a folyadékelegyben, az abbol kifagyod tiszta szilard fazisban, valamint
Osszehasonlitasképpen a tiszta folyadékban. Az abran latszik, hogy a folyadékelegybeli
kémiai potencial alacsonyabb hdmérsékleten lesz kisebb a szildrd fazisbeli kémiai
potencialnal, mint a tiszta folyadékbeli kémiai potencial. Ennek megfeleléen alakulnak
az olvadaspontok is.

Az egymassal szilard fazisban nem, de folyadékfazisban korlatlanul elegyedd, eutektikumot

képez6 kétkomponensii rendszer fazidiagramja a ???? dbran lathato.

7.6.3. Kolligativ tulajdonsagok: kétkomponensii elegyek egyensulya az egyik
komponenst tartalmazé fazissal

' Az eutektikus sz6 gorog eredetii, az ev = jol hatdrozoszobol és a ke =olvad igébdl Osszerakott svryirinoc
[eutektikosz] jelentése: jol olvado.
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7.7. Komponensek elvalasztasa kiilonb6z6 fazisdiagramok esetén

(desztillaciod, frakcionalt desztillacid, kristalyositas, frakcionalt kristalyositas, zonaolvasztas)

7.8. Tobbkomponenstii elegyek fazisdiagramjai

(megoszlasi egyenstly és extrakcio is)
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F1. Tébbvaltozdés fliggvényekre vonatkozd néhany fontos 0sszefliggés

Fuggelek

Lesz még a fiiggelékben: Entrépiamaximum — energiaminimum ekvivalencia bizonyités

A (derivalasi) ,,szabalyok™ bizonyitasa

F1. Tobbvaltozos fliggvényekre vonatkozo néhany fontos 0sszefligges

A termodinamika matematikai szempontbol tekintve tobbvaltozos fiiggvények differencialjai
¢s differencialhanyadosai kozott fennalld Osszefiiggések alkalmazasat foglalja magaban. Ezen
Osszefiiggések koziil soknak a termodinamikaban kiemelt jelentdsége van. Ebben a fiiggelékben
Osszegyljtottiink ezekbdl néhanyat, és altalaban bizonyitas nélkiil kozoljik Oket, alkalmazhatd
»szabalyok” forméjaban. A konyv termodinamikai fejezeteiben nem mindig hivatkozunk a fiiggelék

megfeleld helyére, de az adott ,,szabaly” mindig a fiiggelékben emlitett néven szerepel a szovegben.

F1.1. Tobbvaltozos fiiggvények differencialasa

Tekintsiik azt az f kétvaltozos fliggvényt, amely az x; €s x, €s valtozoktol fligg. Az erre

vonatkoz6 szabalyok konnyen altalanosithatok ketténél tobb valtozdés fiiggvényekre is,
megfogalmazasuk és leirdsuk azonban egyszeriibb, ha csak két valtozot kell szerepeltetni.

Az f figgvény parcidlis derivaltian' (vagy mas néven parcidlis differencialhdnyadosdn) azt a
fliggvényt értjlik, amelyet az egyvaltozés fiiggvényeknél megszokott derivalasi miivelettel kapunk

az f=f(x,, x,) fliggvénybdl, ha annak egyik valtozdjat a derivalas soran dllandoként kezeljik.

Kétvaltozos fiiggvénynek értelemszertien kettd parcialis derivaltja lehet:

(ij [ij (FL1)
Ox, . 0x, .

A parcidlis derivalas megkiilonbozteto jelzésére a 0 jel szolgal. (Kimondva a 0 jel is d-nek hangzik:
,»dé ef per dé iksz egy”, vagy ha hangsulyozni akarjuk a parcialis derivalas tényét, akkor ,,parcialis
dé ef per dé iksz egy”.) Mivel a termodinamikdban minden olyan fliggvényt, aminek értékkészlete
ugyanaz a mennyiség, ugyanazzal a betiivel jeloliink, ezért nem mindig egyértelmt, hogy éppen

melyik fliggvényrél van sz6. Az egyértelmiiséget ugy biztositjuk, hogy a parcidlis derivaltat

' A parcidlis a latin részleges (partialis) sz6 magyar atirata. A derivdlt szarmaztatott (fiiggvényt) jelent, a latin derivo =
szarmaztat, levezet szobol ered. A differencidl és differencialhanyados szavak a latin differentia = kiilonbség szobol
erednek, végteleniil kis kiilonbséget, illetve végteleniil kicsi kiilonbségek hanyadosat jelentik.
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zarojelbe tessziik, €s a derivalas miiveletében nem szerepld valtozokat feltiintetjiik a zarojel jobb
als6 indexeként. Az ennek megfeleld olvasat altalaban gy hangzik, hogy ,,az f fliggvény x| szerinti
parcialis derivaltja, mikdzben x, 4llandd”. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ebben a tekintetben az x;
allandésdga mindossze annyit jelent, hogy az adott valtozd a derivaldas szempontjabol éallando,
hiszen tudjuk, hogy az egyik valtozé szerinti parcialis derivalt mindegyik valtozonak fiiggvénye.

A parcialis derivaltak segitségével felirhaté az f(x, x,) fliggvény teljes differencialja:

df:(lJ dx1+(6af] dx, (F1.2)

ox, X,

A df jelenti a fiiggvény megvaltozasat, mikozben az x; és x, valtozok (infinitezimélis') névekménye
dx; és dx,. Mivel parcidlis derivaltak ¢s novekmények segitségével nemcsak egy fiiggvény teljes
differencialja adhatdo meg (a fenti alakban), hanem elvileg tetszdleges ndvekményeket képezhetiink
parcialis derivaltak és a megfeleld valtozok novekményeinek szorzatait 0sszegezve, ezért a teljes
differencial (mas nevén egzakt differencial) elnevezés azt is jelenti egyuttal, hogy a bal oldali
novekményben szerepl0 mennyiség megadhatdo a jobb oldali parcidlis derivaltakban szerepld
valtozok egyértelmii fliggvényeként. Termodinamikai szempontbdl ez azt jelenti, hogy f
allapotfliggvény, amit x; €s x, allapotvaltozok egyértelmiien meghatdroznak.

Az f fiiggvény masodik parcialis derivaltja alatt — az egyvaltozos fiiggvényekhez hasonlo
moédon — az els derivalt parcidlis derivaltjait értjilk. Ezekbdl tobb van, mint elsé parcidlis
derivaltbol, hiszen az egyik valtoz6 szerinti (elsd) parcialis derivaltat ugyanazon valtozo, de mas
valtozok szerint is derivalhatunk még egyszer. (Kétvaltozos esetben természetesen csak két
lehetdség van; vagy ugyanaz a valtozd, vagy a madsik.) Jeloljiik a tovabbiakban az elsé parcialis

derivéltakat a kovetkezOképpen:

K/ I /A
[axl sz =g, ¢€s (6x2 L =g, (F1.3)

Ennek alapjan a ,,tiszta” méasodik parcidlis derivaltakat a kdvetkezOképpen irhatjuk fel:

aZf — agl azf — 6g2 (F14)
ox; . Ox, . T ox] N ox, ). ’

a ,,vegyes” masodik parcialis derivaltakat pedig az alabbiak szerint:

o [ of | orf ) [ og o[ of [ o*f ) [ og, (F1.5)
ox, \ Ox, ), 0x,0x, ox, ). " ox, | ox, N 0x,0x, ox, ). '

A 0/0x; az x; szerinti derivalas miiveletét jelenti, ezért differencidloperdtornak nevezziik. A mogéje

irt fliggvényre nézve jelenti a derivalds miveletét. (Esetiinkben lehet parcidlis differencial-

! Az infinitezimalis sz6 végtelen kicsit jelent, a latin infinitus = végtelen, meghatarozatlan melléknév szarmazéka.
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operatornak is nevezni.) A (0°f/0x]), kifejezést ,,dé ketté ef per dé iksz egy kettd” szerint

olvassuk, mivel nem a differencidloperatorok szorzatit (,,négyzet”), hanem egymadas utani
alkalmazasat jelenti.
Tobbvaltozos fliggvények masodik parcialis derivaltjaira érvényes Young tétele, amely szerint

a vegyes masodik parcialis derivaltak azonosak, fliggetleniil a derivalas sorrendjétol:

2 2
of = of (F1.6)
0x,0x, 0x,0x,
A masodik derivaltak segitségével felirhatjuk az f(x, y) fiiggvény madsodrendii differencialjat:
2 2 2
d*f = 0 f: (dx) + % (dx,) +2 of dxdx, (F1.7)
ox, . 0x; y 0x,0x,

A fenti kifejezésben kihasznaltuk a vegyes masodik parcialis derivaltak azonossagat. Irjuk at az

(F1.6) egyenletet az (F1.3) egyenletnek megfeleld jelolések szerint:

98 | _[9%8 (F1.8)
ox, ). Ox, .

A vegyes masodik parcialis derivaltak azonossagat kimond¢é tételre a termodinamikaban nem
Young tételeként hivatkoznak. A fenti alakjaban felirva kiilon néven, Maxwell relacioként. A két
valtozorol tobb valtozora torténd altalanositas megkonnyitésére megadjuk a megfeleld6 Maxwell
relaciokat és a masodrenddl differencialt harom valtozo esetén a /i (x, y z) fliggvényre vonatkoztatva.

A Maxwell relaciokban az alabbi derivaltak szerepelnek:

oh oh oh
= , = és = F1.9
(axl lz . &1 [8)62 jx . &> £8x3 1 ) &3 ( )

A lehetséges Maxwell relaciok masodik derivaltakkal felirva:

o’h [ °h o’h [ %h o°h [ o’h (F1.10)
0x,0x, ) 0x,0x, ) "\ ox,ox, i 0x,0x; ) "\ ox,0x, i 0x;0x, ) '

Ezeket atirhatjuk a megfeleld elsd derivaltak behelyettesitésével az alabbi alakba (sziikebb

értelemben ezeket nevezziikk Maxwell relacioknak):

% (% 2| _|% % _|% (F1.11)
ox, . ox, o ’ ox, s ox, - ’ ox, . ox, s

A h(x,y,z) haromvaltozoés fliggvény masodrendii differencialja

2 2 2
dﬁw(“} (dxl)z{ShJ (dxz)z{a’ﬁj (@)

2
X,
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2 2 2
+2 Oh dxdx, +2 oh dxdx;+2 oh dx,dx, (F1.12)
0x,0x, 0x,0x, 0x,0x,

F1.2. Osszetett fiiggvények differencialasa

Legyenek az eldbbi f(x, y) fliggvény valtozoi egy harmadik valtozé, u fliiggvényei. Az F1.2
teljes differencialban szerepld dx; és dx,. ndvekményeket ekkor felirhatjuk
dx, dx,

dx, = du ¢és dx, =
u du

du (F1.13)

alakban. Behelyettesitve ezt a teljes differencial (F1.2) kifejezésébe, a

7 | C/A B TR 0/ LS00 (F1.14)
ox, . du 0x, N du
eredményt kapjuk, amit
df (o | dx (I | dx (F1.15)
du Ox, du ox, du

alakban is irhatunk. Ez az ismert /dncszabaly tobbvaltozos fiiggvények differencidlasara vonatkozé
alkalmazasa.

Osszetett fiiggvények differencidlasaval kapcsolatos fliggvények dsszegének (kiilonbségének),
szorzatanak, illetve hdnyadosanak differencialasi szabalya is. Egy f és egy / fliggvény példdjan a

megfeleld leegyszeriisitett 0sszefliggéseket az alabbi alakban irhatjuk:

d(f +h)=df +dh (F1.16)

d(fh) = fdh+hdf (F1.17)

d(ij=M (F1.18)
h h

F1.3. Implicit fiiggvények differencialasa

Tekintsiik az F(x, y, z) =0 egyenlettel megadott implicit fliggvényt, valamint a w valtozot,
amely eléallithato az x, y, z valtozok koziil barmely kettd fliggvényeként. (A termodinamikaban ez
azt jelenti, hogy x, y, z és w allapotvaltozok, az F implicit fliggvénybdl kifejezhetd x, y ész is
explicit alakban, és a ,,rendszer”, amelynek allapotat ezek leirjak, 2 szabadsagi fokkal rendelkezik.)

A parcialis derivaltakra vonatkozo lancszabalynak nevezhetjlik az alabbi 0sszefliggést:

22
ow ) oy ).\ ow ).
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F1. Tébbvaltozdés fliggvényekre vonatkozd néhany fontos 0sszefliggés

Ennek a lancszabalynak a segitségével egy adott fiiggvény parcidlis derivaltjat két masik fliggvény
parcidlis derivaltjanak ismeretében ki tudjuk szamitani, ha azok valtozoi megfelelnek a fenti
Osszefiiggésnek.

Inverz fiiggvények derivaltjara érvényes az aldbbi Osszefliggés:

ox 1
= F1.20
[5y1 oy ( :
ox .

Egyik vdltozo cseréjekor egy masikra alkalmazhaté a kovetkezO azonossag, amelyben

példaképpen a w valtozot cseréljiik z-re: (,,bizonyitas” is legyen benne!)

(8x] :[&cj _{ 8xj (8WJ (F1.21)
oy ). oy ), \ow . oy ).

Gyakran hasznosan alkalmazhatd a hdrmas szorzatnak vagy ciklikus szabalynak is nevezhetd

(&j(@J(&]z—l (F1.22)
Gyzﬁzxﬁxy

Ebben az Osszefiiggésben a harom derivaltban a nevezdben, a szamldloban és a zardjelen kiviil

Osszefliggés:

megjelend valtozok az x-y-z sorrendbdl szarmazo6 ciklikus permutaciot alkotnak, amelyben a sorrend
megmarad, csak a valtozok szerepe permutalodik ciklikusan. Az Osszefiiggést pl. akkor
hasznalhatjuk, ha az alland6an tartott valtozot (ami a zardjelen kiviil van) be akarjuk vinni a
derivaltba, kozben mas valtozokat tartva allandoként. A z valtozonak a derivaltakba beviteléhez

megfeleld kifejezést pl. az alabbi atrendezésekkel kaphatjuk:

0z
ox _ Oz Ox A ) [6)/}{
(El - _(EJV(EJ}) vagy [ oy 1 == [azj (F1.23)

0x

Megjegyezni azonban egyszerlibb a ciklikus permutaciokat tartalmaz6 harmas szorzatot, amelynek

eredménye — 1.

F1.4. Tobbvaltozos fliggvények integraldsa

Az f (x, y) figgvény teljes differencialjat irjuk fel a kdvetkezo alakban:

df:[ij dx+(iJ dy=g,dx+g,dy (F1.24)
dx ), dy

Ezt a kifejezést tobbféleképpen is integralhatjuk. A termodinamikéban szokdsos az egyszerii

kényszerfeltételek alkalmazasa. Ennek megfelelden eldszor allandd y mellet, azaz a dy =0 feltétel
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alkalmazasaval integralhatunk, ami csak az elsd tagot érinti. Ennek az integralasnak az elvégzése
utan folytathatjuk az integralast a masodik taggal, ezlttal az allando x, azaz a dx =0 feltétel

alkalmazaséaval. Az eljarast 6sszefoglalhatjuk az aldbbiak szerint:

X1 V)

A:Jf:fl(xvyl)_fo(xoayo): jdf= ngdx+ Igzdy (F1.25)

X0, Yo X0> Yo X1, Yo

Y - - fi

Y

Vo=~

Xo X X
F1.1. abra. Kétvaltozos fliggvény integraldsa eldszor az egyik, majd a masik valtozo szerint.

Az f(x,, x,) allapotfiiggvények integralasara érvényes az alabbi — a termodinamikaban is
hasznosan alkalmazhat6 — 0sszefiiggés:
fdf = f(glder g,dy)=0 (F1.26)
A {) jel a zart gorbe mentén torténd integralast jelenti. Hogy ennek értéke zérus, az azt jelenti,

hogy ha egy folyamat sordn a rendszer allapota visszatér a kiindulasi allapotba (ezt nevezziik
korfolyamatnak), akkor az allapotfiiggvények megvaltozasa ekdzben zérus. (Tulajdonképpen ebbdl

kovetkezik az (F1.25) egyenlet szerint elvégezhetd integralas is.)

F1.5. Homogén elséfoku fliggvényekre vonatkozo Euler egyenlet

Homogén n-ed fokunak nevezziik azokat a fliggvényeket, amelyeknek értéke valtozoiknak egy

c ey

FOX A%y oo Ax) = A L (XX, X, ) (F1.27)

Osszefliggés szerint A"-szeresére valtozik.
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Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat A szerint. A jobb oldalon az f(x;, xz, ..., x,) nem fiigg
A-t0l, ezért a derivalas eredménye nA" ' f. A bal oldalon a derivalast a lancszabaly szerint

elvégezve Ossze kell adni minden x; valtozora a

0 f(Ax;, Ax,, ..., Ax,) O(Ax,) _ of , (F1.28)
o(Ax;) oA o(Ax) )
derivaltakat. Az eredmény minden A-ra igaz, ezért igaz A = 1-re is, amit behelyettesitve a kdvetkezo
eredményt kapjuk:
nf(xl,xz,...,xr)=2(i] X, (F1.29)
i=1 a‘xi .
A fenti Osszefiiggést nevezziik Euler egyenletnek. Ha f(x;, x2, ..., x,) homogén elsofoku
figgvénye az x;, x», ..., x, valtozoknak, akkor ez az aldbbi alakba irhatod
f(xl,xz,...,xr)=2(§i) X, (F1.30)
i=1 \ OX;

amelyet a termodinamikaban gyakran alkalmazunk.
Megjegyezziik, hogy a fenti egyenletet tigy is megkaphatjuk, ha a
df(xl,xz,...,xr)zz“[iJ dx, (F1.31)
i\ Ox; .
teljes differencialba beirjuk a homogén els6fokll tulajdonsdgnak megfelelden az (1 + dv):1 ardnyban

megnovelt valtozok ndvekménye (x; dv) fiiggvényében az f ndvekményét:
df(xl,xz,...,x,)=2[§i] xdv (F1.32)
EENCY

majd ezt integraljuk v = 0-t6] 1-ig. Ez utdbbi szarmaztatasbol az is jol latszik, hogy ha a valtozok
kozott lenne olyan is, amelynek az f homogén nulladrendii fiiggvénye, az zérus ndvekménnyel

jarulna hozza d f-hez, igy egyszeriien kimaradna az 6sszegzésbol.
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F2. Extenziv valtozok cseréje intenziv valtozora. A Legendre
transzformacio

Az energiajellegli termodinamikai potencialfiiggvények Osszefoglalasakor a 4.4. alfejezetben
emlitettiik, hogy azok az U(S, V, n) fiiggvénybdl részleges Legendre transzformacioval éllithatok
eld, amelynek soran az S, V, n;, n,, ..., ng fliggetlen valtozok koziil egyet vagy kettét a megteleld
valtozo derivaltjara cseréliink le. Ebben a fiiggelékben eldszor a Legendre transzformacid tisztan
matematikai leirdsat mutatjuk be, majd bemutatjuk az S(U, V, n) entropiafiiggvénybdl Legendre

transzformacioval képezhetd fontosabb entropiajellegli potencialfiiggvényeket.

F2.1. A Legendre transzformacio

Az egyszerliség kedvéért tekintsiik az y=f(x) egyvaltozos fiiggvényt, €s jeloljiik annak x

szerinti differencidlhanyadosat m-mel:
ﬂzf’(x):m (F2.1)
dx

Célunk az, hogy az f(x) fliggvény helyett egy vele egyenértékii g (m) fiiggvényt allitsunk eld,
amelybdl kiszamithatd az eredeti y = f (x) fliggvény is. Vilagos, hogy erre a célra nem megfeleld az
y=h(m) figgvény, hiszen az egyenlet, amely ezt a fiiggvényt leirja, az y-ra vonatkozo
differencialegyenlet, amelyet megoldva az y = f'(x) fliiggvény csak egy additiv integracios allandoval
egylitt adhatdé meg, aminek értéke tetszéleges lehet. Az egyértelmil transzformacidhoz pl. az a
geometriai felismerés vezethet, hogy a derivaltak a fliggvény képének (egyvaltozods fiiggvényiink
esetén a kétdimenzios gorbének) érintdi. Minden érintd meghatarozza a fiiggvény egy pontjat, az
Osszes érintd pedig a fliggvény Osszes pontjat meghatirozza, amint azt az F2.1. dbra szemlélteti.

A megfeleld transzformdciot az érintd egyeneseket leird egyenlet alapjan remélhetjiik
eldallitani; az y = f(x) fiiggvénynek megfeleld (x, y) Osszetartozd pontokat az érintdket meghatarozo
két paraméter, az m meredekség €s az a tengelymetszet segitségével megadni. Ezzel a mddszerrel az
y=f(x) fiiggvény helyett az a = g (m) fliggvény segitségével hatdrozzuk meg a gorbét, igy elérjiik
eredeti célunkat, az x valtozd lecserélését az m derivaltra, a kapott g (m) fiiggvény pedig
egyértelmiilen meghatarozza az eredeti fiiggvényt. A Legendre transzformdaci6é pontosan az, amely

az y = f(x) figgvénybdl eldallitja az a = g (m) fliggvényt.
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X
F2.1. dbra. az y = f (x) fiiggvény érintdinek burkologdrbéje kirajzolja a fliggvényt.

A transzformécio analitikus geometriai formalizalasa az egyenes egyenletének felhasznalasaval
torténhet. Az érinté atmegy az (x, y) ponton, meredeksége m, tengelymetszete pedig a. Az egy

ponton atmend egyenes egyenlete alapjan az m meredekségre felirhatjuk az alabbi egyenletet:

m=2"% (F2.2)
x—0

amibdl kifejezhetd a keresett osszefiiggés:

a=y-—mx (F2.3)
Az eredeti
y=7(x) (F2.4)
¢s annak x szerinti derivaltja,
m= f"(x) (F2.5)
ismeretében megadhatod a transzformalt fiiggvény explicit alakja is:
a=g(m) (F2.6)

A g fiiggvényt nevezziik az f fiiggvény Legendre transzformaltjanak.

A fenti egyenletek alapjan a g’ = da/dx derivalt is konnyen meghatarozhato. Az (F2.3) egyenlet
alapjan irjuk fel az abban szerepld kiilonbség és szorzat differencialjat, majd helyettesitsiik be abba
a dy = mdx 0sszefiiggést:

da = dy — mdx — xdm = —xdm (F2.7)
A da =— xdm 6sszefiiggés alapjan vilagos, hogy a keresett derivalt

da

aa __ F2.8
" (F2.8)

Osszefoglalva a kdvetkezdket mondhatjuk. Ha az y (x) fiiggvény helyett egy olyan fiiggvényt
akarunk bevezetni, amelynek valtozoja nem az x, hanem m, az y-nak x szerinti derivaltja, és

amelynek ismeretében az y (x) fliggvény egyértelmiien meghatarozhato, akkor a kovetkezéképpen
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jarhatunk el. A keresett fiiggvény a =y —mx, amely az m-nek fliggvénye, és annak m szerinti
derivéltja éppen —x. Beldle az eredeti y (x) fiiggvény inverz transzformacioval allithato eld, az
a =y + mx Osszefliggés alapjan. (Ezeket a ,,szabélyokat” fogalmaztuk meg a 4.4. alfejezetben.)
Tobbvaltozos fiiggvények esetében is hasonlé modon jarhatunk el, ha egyetlen valtozd szerint
végezzik a Legendre transzformaciot; ebben az esetben a tobbi valtozot a transzformacié nem
érinti. Ha két valtozé szerint transzformalunk, akkor azt nem egyetlen valtozo szerinti kétdimenzids
metszetben, hanem két valtozo szerinti haromdimenzios altérben kell elvégezni. Ebben az altérben a
fliggvény ,,metszete” egy Osszefliggd haromdimenzios feliilet, a két valtozd szerinti parcialis
derivaltak pedig érintOsikokat hataroznak meg. Az érintOsikokra felirhato feltételi egyenletek
alapjan az egydimenzios esethez hasonlé mdédon meghatirozhatjuk a transzformalt fliggvényt és
annak derivaltjait is. Az eljaras kiterjeszthetd akar az Osszes valtozora is. Amennyiben egy
fiiggvénynek nem minden valtozoja szerint végezziikk el a Legendre transzforméaciot, akkor
nevezzik azt részleges Legendre transzformacionak. Ezt alkalmaztuk akkor is, amikor az
U(S, V, n) fiiggvénybdl eldallitottuk az S szerinti transzformdacioval az F(T, V, n), a V szerinti

transzformacioval a H(S, P, n), az S és V szerinti transzformacidval pedig a G(7, P, n) fliggvényt.

F2.1. Az entrépiafiiggvény Legendre transzformacioja

crer

potencialfiiggvényeket Gibbs vezette be a termodinamikédba 1875-ben (J. W. Gibbs, Collected
Works, 1. kotet, 89. oldal?). Hat évvel korabban, 1869-ben azonban Massieu' az S(U, V, n)
alkalmazésat javasolta bizonyos termodinamikai problémdk egyszerli megoldasara (F. Massieu,
Comptes rendus, 69, 858. oldal, 1869). Amint a két valtozd szerinti energia-transzformalt neve
azota Gibbs fliggvény forméjaban is elterjedt, az U valtoz6 szerinti entropia-transzformalt elterjedt
neve ma is Massieu fiiggvény. Az U és V szerinti transzformaltat Planck hasznalta gyakran
statisztikus termodinamikai munkdiban, ezért Planck fiiggvény néven is emlitik. (Szokas azonban
mindkét fliggvényt gyiijténéven Massieu fliggvényekként emlegetni.)

A transzformacidkat az S(U, V, n) fiiggvénybdl annak U ¢€s V szerinti parcialis derivaltjai (1/7,
illetve P/T) felhasznaldséval az aldbbiak szerint végezhetjiik el. A V' szerinti transzformacioval az

X = S—?V (F2.9)

fliggvény allithato eld, amelyet X=X(U, P/T, n) alakban megadva fundamentalis egyenletet
kapunk. Az X fiiggvény teljes differencialja

! Frangois Jacques Dominique Massieu (1832-1896) francia matematikus és fizikus.
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dX =LdU Vd( j i : (F2.10)
=1
Az X fiiggvény nem fejezhetd ki egyszerlien az energiajellegli potencialfiiggvényekkel, és a
termodinamikai gyakorlatban sem hasznélatos, ezért kiilon neve sincsen. (Nem is illeszkedik
semmilyen gyakorlatban érdekes koriilményhez, hiszen olyan tartalyt feltételez, amelyben a P/T
alland6, mikdzben az 1/T valtozhat, ami nem egykdnnyen megvalosithato.)
Az U szerinti transzformacioval a
J=S—%U (F2.11)

Massieu fiiggveny éllithato eld, amelyet J =J(1/T, V, n) alakban megadva fundamentalis egyenletet
kapunk. A Massieu fiiggvény teljes differencialja

dJ Ud( j+—dV Z . (F2.12)
A J figgvény kifejezhetd az F szabadenergia segitségével:
jog U __F (F2.13)
T T

A J fuggvényt ezért szokas J=J(T, V, n) alakban is megadni. Ennek teljes differencialja a fenti
egyenlet alapjan képezhetd a

4 =ds — 14V -vdl. (F2.14)

TZ
kifejezésbe az entropiafiiggvény (2.26) teljes differencialjanak behelyettesitésével:
K
dJ :ldU Z .—ldU+%dT (F2.15)
P T T
Ebbdl az egymast zérusra kiegészitd tagok elhagyéasa utan atrendezéssel kapjuk a J=J(T, V, n)
fliggvény teljes differencidljat:
U
dJ ——dT+—dV ZTdn (F2.16)
i=1
A fenti eredménybél kovetkezik, hogy a J fiiggvény T szerinti parcialis derivaltja U/T”, amit
szokas

(—G(F/T)] __ v (F2.17)
or ),, T’ '

alakban is felirni.
Az U és V szerinti transzformacioval az

_s-Ly_ Ly (F2.18)
T T
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Planck fiiggvény Aéllithatdo eld, amelyet Y=Y (1/T, P/T, n) alakban megadva fundamentalis
egyenletet kapunk. A Planck fliggvény teljes differencialja

K .
dy = —Ud(ij - Vd[ﬁj - A, (F2.19)
T r) ST
Az Y fiiggvény kifejezhetd a G szabadentalpia segitségével:
y-s- 4 _Pr__6 (F2.20)
T T T

szokas ezért azt Y=Y (T, P, n) alakban is megadni. Ennek teljes differencialja a fenti egyenlet
alapjan a

TdU ~UdT _T(PdV +VdP)— PVdT

dy =ds -=—=_ =

(F2.21)

kifejezésbe az entropiafiiggvény (2.26) teljes differencidljanak behelyettesitésével nyerhetd az

egymast zérusra kiegészitd tagok elhagyésa, valamint az U — PV helyébe a H beirasa utan:
K
dy =T—dT——d Z (F2.22)
i=1

A fenti eredménybdl az is kovetkezik, hogy a Planck fliiggvény T szerinti parcialis derivaltja

H/T?, amit szokés

[a(G_/T)j __ A (F2.23)
or ), T

alakban is felirni. Az (F2.23) 6sszefliggésnek kiilon neve is van; ez a Gibbs-Helmholtz egyenlet. (A
nagyon hasonld (F2.17) egyenletet is szokas Gibbs-Helmholtz egyenletnek nevezni, de ezzel a

kémiai gyakorlatban ritkdbban talalkozunk.)
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